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Resumen

El trabajo se centra en el estudio de la categoria de dlgebras diferenciales graduadas de Frobe-
nius. Esta categoria combina los conceptos de dlgebras de Frobenius y de algebras diferenciales
graduadas. A los objetos de esta nueva categoria los denominaremos dlgebras diferenciales
graduadas de Frobenius. Probaremos que los resultados clésicos relativos a las K-algebras de
Frobenius valen en este nuevo contexto. Por ejemplo, uno de los resultados que probaremos
serd que si A es un algebra diferencial graduada de Frobenius de tipo finito simétrica podemos
definir un coproducto graduado en A de forma tal que éste resulte un morfismo de A-bimddulos.
Este coproducto junto a la forma de Frobenius € le dardn a A estructura de codlgebra graduada.
En este sentido, veremos también que si A es un algebra diferencial graduada de Frobenius po-
dremos asociarle una familia de automorfismos de A que seran los automorfismos de Nakayama y
estos seran la clave para probar que el resultado que acabamos de mencionar sobre la existencia
de coproductos graduados en A vale aun si carecemos de la hipétesis de simetria para A.

A lo largo de este trabajo, mostraremos que si bien las primeras definiciones y resultados estan
dadas en un contexto 0 graduado, de hecho las mismas definiciones pueden darse en un contexto
n-graduado por medio de un corrimiento de grado a través de una funciéon que llamaremos shift
de grado n. La ventaja de tener las definiciones ahora en el contexto n graduado radica en que
serd mas facil encontar ejemplos de algebras diferenciales graduadas de Frobenius con diferencial
no trivial. También en este contexto definiremos lo que seran las algebras diferenciales graduadas
nearly Frobenius de grado n.

Finalmente daremos dos ejemplos de algebras diferenciales graduadas nearly Frobenius, una de
dimension finita y otra de dimensién infinita.



Abstract

The work focuses on the study of the category of Frobenius differential graded algebras. This
category combines the concepts of Frobenius algebras and graded differential algebras.

We proved that the classic results of Frobenius algebras are worth in this new category.

For example, we proved that if A is a symmetric Frobenius differential graded algebra of finite
type then it admits a graded coproduct wich is a morphism of A-bimodules. This coproduct
together with the Frobenius form give A graded coalgebra structure. In this sense, we also
prove that if A is a Frobenius differential graded algebra then it has associated a family of auto-
morphisms, called Nakayama automorphisms wich are the key to prove the existence of graded
coproducts when the algebra is not symmetric.

Throughout the work we show that although the first definitions and results are given in
a O-graduate context also are worth for the case n-graduate, it is enough to consider a degree
shift through a function that we will call shift of degree n. The advantage of working in the n-
graduate case is that it will be easier to build examples of Frobenius differential graded algebras
with non-trivial differential in this context. Also, in this context we define nearly Frobenius
differential graded algebras of degree n.
We finish the thesis presenting a couple of examples, one of Frobenius differential graded algebra
and the other of nearly Frobenius differential graded algebra.
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Introduccion

Esta tesis se enmarca dentro del contexto general de algebras de Frobenius, dlgebras nearly
Frobenius y algebras diferenciales graduadas.

Las algebras de Frobenius fueron estudiadas por primera vez en 1903 por Frobenius, especial-
mente en teoria de representaciones. Mas tarde en 1930 Brauer y Nesbitt retomaron el estudio
de las mismas y en 1969 Lawvere las caracterizo en términos de coproductos. En los tltimos
tiempos la sorprendente conexién encontrada con las teorias topoldgicas cuanticas de campos
ha convertido a las algebras de Frobenius en objetos de renovado interés. Por otra parte, las
algebras nearly Frobenius surgen como una generalizacion del concepto de algebra de Frobenius.

El concepto de algebra diferencial graduada toma real importancia alrededor de 1960. Pre-
viamente los objetos con un diferencial habian sido pensados a menudo como meramente un
mecanismo para calcular la homologia, pero en 1967 D. Quillen descubre que estos objetos lle-
van una teoria de homotopia que es mucho mas rica que la homologia. Por ejemplo, si X es un
CW complejo simplemente conexo de tipo finito el tipo de homotopia del dlgebra de cocadenas
C*(X) es suficiente para calcular la homologia del espacio de lazos H,(2X) que por otro lado no
puede calcularse a partir del dlgebra de cohomologia H*(X). Félix en [5] y en [6] hace especial
hincapié en estos resultados de teoria de homotopia y Abbaspour en [4] introduce una estructura
natural homotépica de BV-élgebra sobre la homologia de Hochschild H H,(A, A) siendo A un
algebra diferencial graduada y ademas un dlgebra de Frobenius simétrica. También prueba que
puede definir un coproducto en HH,(A, A) que le da estructura de dlgebra nearly Frobenius. A
partir de este articulo es que surge nuestro interés por las algebras diferenciales graduadas y la
posibilidad de darles a estas ultimas una estructura de Frobenius.

El primer objetivo de este trabajo es, dada la categoria de algebras de Frobenius por un
lado, y la categoria de dlgebras diferenciales graduadas (adg) por otro, definir una nueva cate-
goria cuyos objetos seran, lo que llamaremos, algebras diferenciales graduadas de Frobenius.
En términos generales estas dlgebras no seran otra cosa que un complejo (A,d) junto con
dos estructuras adicionales, una estructura de algebra graduada de forma tal que el producto
m: AR A — A es compatible con el diferencial d en algiin sentido que explicitaremos, y una
estructura de coalgebra graduada de forma tal que el coproducto A : A — A® A sea un morfismo
de A-bimédulos.

Una vez definida esta nueva categoria veremos que algunos de los resultados clasicos validos
para las K—4dlgebras de Frobenius, como el Teorema de Abram y Lauda, y la existencia de los
automorfismos de Nakayama valen también en esta nueva categoria. Al respecto del Teorema
de Abram, la primer prueba que daremos nos exigird que el algebra diferencial graduada de
Frobenius sea simétrica, entendiéndose por simétrica que si € : A — K es la forma de Frobenius



de A esta verifica que g(ab) = (—1)%tle(ba) para todos a,b € A. Luego mostraremos que ha-
ciendo uso de los automorfismos de Nakayama la prueba es igualmente vélida si carecemos de
la hipétesis de simetria. La herramienta de hacer uso de los automorfismos de Nakayama para
probar el Teorema de Abram en el caso no simétrico es uno de los aportes originales de esta tesis.

El segundo objetivo de esta tesis es mostrar que las definiciones dadas de dlgebras diferen-
ciales graduadas de Frobenius se pueden redefinir ahora en un contexto n-graduado, permitiendo
que los mapas lineales involucrados en la estructura sean de grado n. El motivo de mirar las
definiciones en este contexto radica en el hecho de que es més natural encontar ejemplos de
algebras diferenciales graduadas de Frobenius si tenemos la libertad de graduar el coproducto.
En este sentido lo que haremos sera probar que los mapas lineales de grado n pueden ser vistos
como pullbacks de mapas lineales de grado 0 por medio de un corrimiento de grado (shift).
Esto nos permitird traspolar las definiciones que teniamos en el contexto 0-graduado ahora al
contexto n-graduado sin mayores dificultades y también definir por primera vez en este trabajo
lo que llamaremos algebras nearly Frobenius de grado n.

Finalmente daremos dos ejemplos de algebras diferenciales graduadas nearly Frobenius, una
de dimensién finita que admitird una completacién a un dlgebra diferencial graduada de Frobe-
nius y otra de dimensién infinita. Ambos ejemplos serdn cocientes de anillos de polinomios.
El primer ejemplo esta basado en uno de los tantos ejemplos de K-algebras de Frobenius que
pueden encontrarse en [3]. El segundo ejemplo es el otro aporte personal de este trabajo.

La estructura de esta tesis es la que sigue.

En el capitulo uno, en las primeras dos secciones comenzaremos recordando algunos resulta-

dos de formas bilineales no degeneradas en dimensién finita que nos seran de suma utilidad en
las proximos capitulos.
A continuacién definiremos la categoria de algebras diferenciales graduadas (adg) y veremos que
si A es un adg y (M, d) es un complejo, podemos darle a M una estructura de A-médulo grad-
uado. Como ejemplo de esto ultimo veremos que (A*, d) tendra estructura de A-médulo grad-
uado a derecha y a izquierda. La seccién dos de este capitulo finaliza con la definicién de
coalgebra graduada. En la tercer seccién de este capitulo daremos tres definiciones equivalentes
de algebra de Frobenius y enunciaremos el Teorema de Abram, que nos caracterizara las algebras
de Frobenius en términos de la existencia de coproductos. Esbozaremos lo fundamental de la de-
mostracién de este teorema, pues de hecho la demostracién minuciosa la veremos en el capitulo
2 en un contexto mas general. También en esta seccién aparecerdn una lista de ejemplos de
algebras de Frobenius y una prueba de que si A es un coproducto en A este es inico a menos
de actuar por un elemento invertible del algebra. Concluimos el capitulo introduciendo los au-
tomorfismos de Nakayama que serdan escenciales en el siguiente capitulo.

En el capitulo dos, en la seccion uno, definimos lo que serd un algebra de Frobenius en
la categoria de algebras diferenciales graduadas. Estos nuevos objetos permiten definir una
nueva categoria que llamaremos la categoria de algebras diferenciales graduadas de Frobenius.
Mostraremos que las tres definiciones clasicas de algebra de Frobenius en términos de la forma
de Frobenius ¢, la forma bilineal no degenerada asociada 3 y el isomorfismo de A-mdédulos entre
(A,d) y (A*,d) siguen valiendo en este contexto y probaremos la equivalencia entre estas defini-
ciones en la nueva categoria. En la seccidon dos enunciamos y probamos el Teorema de Abram y
Lauda para la categoria de algebras diferenciales graduadas de Frobenius para el caso simétrico.



También probaremos que si A es un adg de Frobenius podemos definir los automorfismos de
Nakayama asociados a A y la demostracion de la existencia de tales isomorfismos seré escencial-
mente la misma que para el caso cldsico en que A es una algebra de Frobenius. Este resultado
permitird deducir que el Teorema de Abram y Lauda es valido también en el caso no simétrico.
Vale la pena destacar que en este capitulo los mapas lineales involucrados tanto a la estructura
de algebra graduada como de codlgebra graduada seran mapas lineales de grado cero. En el
contexto cero graduado muchas de las pruebas se simplifican pero lo cierto es que en la practica,
a la hora de buscar ejemplos de algebras diferenciales graduadas de Frobenius, éstos aparecen
mas naturalmente si permitimos que los mapas sean n-graduados, con n € Z y éste es el objetivo
del capitulo tres.

En el capitulo tres entonces, redefinimos los conceptos dados hasta el capitulo dos, per-

mitiendo que los mapas lineales asociados a la estructura de codlgebra sean de grado n, pero
dejando intacta la estructura de dlgebra diferencial del complejo (A, d). Con esto tltimo nos
referimos a que el producto del dlgebra continuara siendo un mapa lineal de grado cero. Para la
forma de Frobenius ¢ perderemos la condicién de que el Ker(¢) no contenga ideales a izquierda no
triviales, pero sin embargo este continuard siendo una counidad para la estructura de coalgebra
graduada junto al mapa A.
Seguidamente definiremos la funcién shift de grado n de forma tal que si A es un adg y n € Z,
el shift de A serd el algebra A con un corrimiento de grado y enunciaremos ciertas propiedades
relativas a esta funciéon. En la segunda seccién, tomaremos las definiciones de Frobenius dadas
para el caso 0 graduado y via el pullback por la funcién shift obtendremos qué condiciones debe-
mos pedirles a los mapas n-graduados si queremos seguir teniendo una estructura de Frobenius
en A. Concluimos el capitulo con las definiciones de dlgebra diferencial graduada de Frobenius
y nearly Frobenius para el caso n-graduado.

En el capitulo cuatro daremos dos ejemplos de algebras diferenciales graduadas nearly Frobe-
nius. El primer ejemplo consistird de un &algebra diferencial graduada de dimensién finita
con diferencial cero y admitird ciertos coproductos graduados que le dardn estructura nearly
Frobenius. De todas estas estructuras, una de ellas se podra completar a una estructura de
Frobenius. Una vez hecho esto, haremos uso de un algoritmo que nos permite hallar un modelo
minimo para A, y asi poder levantar la estructura de adg de A a una con diferencial no trivial.
Seguidamente, nos propondremos investigar si via este algoritmo podremos también levantar al-
guna de las estructuras de coproducto que tenemos en A de forma tal de obtener un adg nearly
Frobenius con diferencial no trivial. El resultado que obtendremos de hecho, es que el algoritmo
es meramente algebraico y que los intentos por levantar los coproductos fallaran. Tampoco
estamos diciendo que no podemos encontrar ejemplos usando este algoritmo, solo que para este
ejemplo concreto no podemos hacerlo. Se podria en un futuro estudiar esta herramienta en otros
ejemplos.

El segundo ejemplo consistird de un algebra diferencial graduada de dimensién infinita con difer-
encial no trivial y admitird tres coproductos de grados 4, 5 y 6. Estos seran los tinicos a menos
de un multiplo escalar.



Capitulo 1

Preliminares

A lo largo de todo este trabajo, K serd un cuerpo de caracteristica cero y nos referiremos a
lineal, bilineal, espacio vectorial, dlgebra para hablar de K-lineal, K-bilineal, K-espacio vectorial,
K-algebra.

1.1 Formas bilineales no degeneradas.

Comencemos recordando algunos resultados de formas bilineales no degeneradas en dimensién
finita, que nos seran de utilidad en las préximas secciones.
Para esto, sean V' y W espacios vectoriales de dimension finita.

Definicién 1.1. Una forma bilineal es un mapa lineal (, ) : V@ W — K.

Definicién 1.2. Sea (, ) : V®@W — K una forma bilineal, decimos que (, ) es no degenerada:
e a izquierda si: (v,w) =0,Vv € V = w =0,
e a derecha si: (v,w) =0, Vw e W = v =0.

Luego (, ) es no degenerada si es no degenerada a izquierda y derecha.

Observacion 1.3. Para cada w € W y para cada v € V podemos definir 8, € V* y 8, € W*
por:

Bu(v) = (v, w) = By (w).

Estos permiten definir los siguientes mapas lineales:
® Bt : W — V* dado por Biep(w) = Bu,
® Bright : V. — W* dado por Bright(v) = Bo.
De lo anterior, es inmediato el siguiente resultado:
e (, ) es no degenerada a izquierda < Sj.p es inyectivo.
e (,) es no degenerada a la derecha < S es inyectivo.

Lema 1.4. El mapa Brigh: es el dual de Biep (identificando V ~ V**).



Demostracién: Por definicién, el mapa dual de S es:

o Bl*eft *
%4 — w (1'1)

T — To ﬁleft
Usando la identificacién V' ~ V** que se tiene en dimensién finita:

t — evg

siendo evi(a) = a(t), Yao € V*, resulta que el mapa dual de S puede verse como el mapa

'Bl*eft *
vV — w (1'3)
t —r €Vg oﬁleft

Veamos que (44 coincide con este mapa, es decir para cada t € V se tiene: /Bm»ght(t) = evy O eft.
A tales efectos, dado z € W (arbitrario) tenemos que:

Bright(t)(2) = Bi(z) = (L, 2) = B:(t) = eve(B:) = (evi 0Biep)(2)
O

Teorema 1.5. Si (, ) : VW — K es una forma bilineal, tal que dim(V') = dim(W), entonces
son equivalentes:

1. (,) es no degenerada,

2. (,) es no degenerada a izquierda,

3. (,) es no degenerada a derecha.

Demostracion:

e 1) = 2) es inmediato por definicién de forma bilineal no degenerada.

e 2) < 3) (,) es no degenerada a izquierda < f.x es inyectivo < Bl €s sobreyectivo <«
Bright €s sobreyectivo < Byigh: es isomorfismo < Brgns €s inyectivo < (, ) es no degenerada
a derecha.
En las equivalencias 44 €s sobreyectivo < B4 €s isomorfismo < Bign €s inyectivo,
usamos que dim V' = dim W = dim W*.

e 3)=1) Si (, ) es no degenerada a derecha = (, ) es no degenerada a izquierda = (, ) es
no degenerada.

O
Observacion 1.6. Si (,) : V@ W — K es no degenerada, dim(V) = dim(W), {v1,--- ,v,} y
{wy, -+ ,wy,} son bases de V y W respectivamente, podemos definir la matriz P € M, (K),

P = (pi;j) como p;j = (vi,w;). Diremos que P es la matriz asociada a la forma bilineal (, ).
Luego P es invertible:
Sea v =>)"_ v € Vyw=>", aqqw € W arbitrarios. Entonces

n

(v,wp) = & vy, w) = Epji
j=1

Jj=1



n n
(g, w) = aglvg, wp) =D
=1 =1

para todo k € {1,---,l}. La forma (, ) es no degenerada si y sélo si (v,—) # 0 # (—,w) para
todo 0#£v eV y0#£weW, que es claramente equivalente a que P sea invertible.

1.2 Categoria de algebras diferenciales graduadas (adg).

En esta seccién definiremos los conceptos basicos relativos a las algebras diferenciales graduadas
y enunciaremos algunos resultados sobre las mismas, que usaremos con posterioridad. Por més
informacién sobre el tema consultar [5].

Definicién 1.7. Un complejo (M, d) es un espacio vectorial graduado M junto con un difer-
encial d. M&s explicitamente, es una familia M = {M,};cz de espacios vectoriales y de mapas
lineales d = {d;};cz tales que para cada i, d; : M; — M;_1 y di—1d; = 0. Los elementos que
pertenecen a M; se llaman homogéneos de grado 1.

Notacion 1.8. |m| = grado de m.

Para simplificar notacién denotaremos simplemente por d para referirnos a d; cualquiera
sea el i. Asi por ejemplo, la condicién d;_1d; = 0 que se tiene para cada i, la denotaremos
simplemente como d? = 0.

Definicién 1.9. Dado (M, d) un complejo, decimos que es de tipo finito si dim M; < oo para
todo 1.

Definicién 1.10. Un mapa lineal f : (M,d) — (N,d) de grado i € Z es una familia de
mapas lineales f; : M; — Njy;.

Notacion 1.11. |f| =grado de f.

Definicién 1.12. Un morfismo de complejos f : (M,d) — (N, d) es un mapa lineal de grado
cero tal que conmuta con el diferencial, es decir do f = f od.

Ejemplos 1.13. 1. El cuerpo K puede ser visto como un complejo de la siguiente manera:

K:{KZ}Zez,KZZOVZ#O,K():Kyd:()
00 LK -S0-%0— -

2. Si (M,d)y (N,d) son complejos, también lo son Hom(M, N) y M ® N:
Hom(M,N); = {f: M — N : f es lineal de grado i} , d(f) = df — (=1)/¥I fd
(MoN)i= @ MjoN,, dm®n)=dn©n+ (~1)"m o dn
jtk=i

Observacion 1.14. Observar que si en el ejemplo anterior (N,d) = (K,0), y f € Hom(M, K);,
entonces f; = 0 para todo j # —i, por lo que si identificamos f con f_; : M_; — K, podemos
entonces identificar Hom(M, K); con M*,.

Ademss dado que d = 0 en K, d(f) = —(—1)IfI fd.
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Definicién 1.15. Un algebra diferencial graduada (adg) es un complejo (A, d) junto con un
mapa lineal asociativo de grado cero m : A® A — A, m(a ® b) = ab que llamaremos producto,
con una unidad 14 € Ay de forma tal que d es una derivacion, es decir:

d(ab) = d(a)b+ (—1)"ad(b) Va,b e A.

Observaciones 1.16. 1. Explicitamente, para cada i,j € Z tenemos que m : A; ® A; —
Ai1j. Que m sea asociativo es pedir que se verifique que a(bc) = (ab)c, Va,b,c € A.
Que m sea de grado cero implica que |ab| = |a||b], Va,b € A.

2. Ag es una subalgebra de A, es decir Ag.Ag C Agy 14 € Ap.

A continuacién probaremos un resultado para las adg’s que nos sera de utilidad més adelante,
y que es corolario del Teorema [1.5

Proposicién 1.17. Si A = {A;}icz es un adg de tipo finito y supongamos que para cada i € Z
se tiene que (,); : A; @ A_; — K es una forma bilineal no degenerada a izquierda (o a derecha),
entonces (,); es no degenerada.

Demostracion: Este resultado es consecuencia del Teorema [1.5]si probamos que para cada
i € Z se tiene que dim A; = dim A_;.
Para cada i € Z, sean
ﬁ;eﬂ A — A;k , :”ight A — Aiz

los mapas lineales asociados a la forma bilineal no degenerada a izquierda (o a derecha) dada
por (,); : A; ® A_; — K (ver observacién [1.3). Como (,); es no degenerada a izquierda (o a
derecha), entonces ﬁ?eft (o B,’;ight) es inyectivo. Por lo tanto:

Luego A; ~ A_;, lo que implica que dim A; = dim A_;. O

Definicion 1.18. Un morfismo de algebras diferenciales graduadas es un morfismo de
complejos f : (A,d) — (B, d) que es ademés un morfismo de algebras, es decir: f(ab) = f(a)f(b)
para todos a,b € A.

Observacion 1.19. Sim* : A* - (A® A)* esel mapadualde my a: A*® A* - (A® A)* el
isomorfismo dado por a(f ® g)(a ® b) = g(a)f(b), Vf,g € A* y a,b € A, entonces m* y « son
morfismos de complejos, y podemos pensar a m* : A* - A* ® A*.

e m™ es morfismo de complejos: sean f € A* y a,b € A. Entonces

d(m*(f)(a®b) = d(f om)(a®b) = —(=1)/If(d(ab)) = d(f)(ab) = (d(f) om)(a ® )
=m*(d(f))(a®b)

donde en la segunda igualdad usamos la definicién del diferencial en el dual y que m
conmuta con el diferencial.

e QQue «a es morfismo de complejos, se deduce facilmente usando las definiciones del diferencial
en el producto tensorial y en el dual, y observando que |a(f ® g)| = |f] + |g|-

Ejemplos 1.20. 1. (K,0) es un adg, con el producto del cuerpo.
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2. Si Ay B son adg’s, también lo son Hom(A, A) con el producto definido como la composicién
de mapas y A ® B con el producto definido por

(a®@b)(d @b) = (—D)IPlaq’ @ bb'.
Las estructuras de complejos de Hom(A, A) y de A ® B se encuentra detallada en los
Ejemplos

Definiciéon 1.21. Un algebra diferencial graduada conmutativa es un adg cuyo producto
es conmutativo en el siguiente sentido:

ab = (—1)llpg,

TM
Definicién 1.22. Un adg A se dice conmutativa libre si A = ——, siendo TM el algebra

tensorial sobre un espacio vectorial graduado M, e I el ideal bildtero generado por los elementos
a®b—(=1)¥p®a, a,b e M.

Observacion 1.23. Denotaremos por AM al adg conmutativa libre sobre el espacio vectorial
graduado M. Ademés si {m;} es una base de M, escribiremos AM = A({m;}).

Definicién 1.24. Sea A un adg y (M, d) un complejo. Decimos que (M, d) es un A-médulo a
izquierda si existe un mapa lineal de grado cero A @ M — M, a ® m — a.m que cumple las
siguientes condiciones:

e a.(b.m) = (ab).m y 14.m = m para todos a,b € Ay m € M,
e d(a.m) = da.m + (—1)l*a.dm.

Definicién 1.25. Sea A un adg y (M,d) un complejo. Decimos que (M,d) es un A-médulo
a derecha si existe un mapa lineal de grado cero M ® A — M, m ® a — m.a que cumple las
siguientes condiciones:

o (m.a).b =m.(ab) y m.14 = m para todos a,b € Ay m € M,
e d(m.a) = dm.a+ (=1)"m.da.

Definicién 1.26. Sea A un adg y (M, d) un complejo. Decimos que (M, d) es un A-bimédulo
si es un A-médulo a izquierda y derecha.

Definicién 1.27. Sea A un adg, (M,d) y (N,d) A-médulos a izquierda (o derecha). Un
morfismo de A-mdédulos f : (M,d) — (N,d) es un morfismo de complejos que verifica
f(a.m) = a.f(m)(respectivamente f(m.a) = f(m).a) para todos a € Ay m € M.

Proposicién 1.28. Si A es un adg, (A*,d) es un A-mddulo a izquierda y a derecha con las

acciones dadas por:
AR A* — A | AARA — A*
aRQyY —r a.p p®a —r p.a

donde (a.@)(b) = (—1)llel+Dp(ba) 3 (p.a)(b) = p(ab), Vb € A.

(1.4)

Demostracion: Demostraremos el resultado para la accién a la izquierda. Para la accién a
la derecha es andlogo. Dado que ya sabemos que (A* d) es un complejo (ver Ejemplo y
Observacion [1.14)) resta probar que:
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1. La accién arriba definida, es efectivamente una accién a izquierda, es decir que a.(a’.¢) =
(ad).py l.p=p,Va,a € Ay p € A*.

2. Que el diferencial en A* verifica

d(a.@) = da.¢ + (—1)a.dp, Vac A, ¢ € A*.

Sea b € A arbitrario. Luego:

(a-(a'.©))(b) = (=1)lll@ LIHD (4! ) (ba) = (—1)lelll@ LD (_1)la’l(elHbal) o (pgq”)
= (—1)lal(a|+lel+bD+|a’|(lp|+[bl+]al]) N = (—1)Ual+la’D(el+[b]) !
(=1 p(baa’) = (—1) p(baa’)

(~ 1)l Ao (baa’) = ((aa’).0) (D).

(1p)(b) = (=)D () = (b) ya que [1] = 0.

Para probar la condicién que debe cumplir el diferencial desarrollemos ambos lados de la
igualdad y veamos que llegamos al mismo resultado. Desarrollando el lado izquierdo y haciendo
uso de la observacién 1.14 obtenemos que:

d(a.9)(b) = =(=1)'*?!(a.0)(d(b)) = —(=1) /Il (1) lallleHAOD () a)
_(_1)\a|(1+\<p\+\d(b)l)+leo|So(d(b)a) — _(_1)Ial(1+|s0|+|b|—1)+|sol(p(d(b)a)
—(=1)lellel+Bh+el o (d(b)a).

Desarrollando el lado derecho resulta que:

(d(a).0)(b) + (1)) (a.dep) (b) = (—1) XD (bd(a)) + (— 1)l (— 1)1l 14HD (dp) (ba) (1.5)
Ahora como

(d)(ba) = —(—1)¥lp(d(ba)) = —(—1)¥lp(d(b)a + (—1)"Ibd(a))
= —(=1)?lp(d(b)a) — (1)1 lp(bd(a)),

sustituyendo (dp)(ba) en la ecuacién se deduce que:
e el coeficiente de ¢(bd(a)) es

(—=Dld@llel+b) _ (_q)lal+al(ldel+ED e+l — (_7)lallel bl (1)~ (elHbh) _ (—q)lel+bly = o,

e ¢l coeficiente de ¢(d(b)a) es

_(_1)|a|+|a\(|d@|+|b|)+le0| - _(_1)Ia|(1+|d¢|+\b\)+\¢| - _(_1)\a|(1+\@\—1+|b\)+\¢\

_(_1)Ia|(ls@|+|bl)+|w|.
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Por lo tanto

(d(@)-)(b) + (=1)"(a.dp) (b) = —(=1)lNIATDHp(d(b) a).

Entonces, se tiene la igualdad deseada:

d(a.p)(b) = (d(a)-¢)(b) + (=1)*(a.d) (b).
O

Definicion 1.29. Una coalgebra graduada es un espacio vectorial graduado M junto con dos
mapas lineales de grado cero, el coproducto A : M — M ® M, y la counidad € : M — K tales
que los siguientes diagramas conmutan:

1®e e®1

M M@ M MK M & M K& M
A A1 ~ A -
Mo M MeMeM M

1®A
El primero de estos diagramas es la propiedad de coasociatividad del coproducto.

Ejemplo 1.30. El dlgebra tensorial como codlgebra graduada.

Sea T'M el algebra tensorial sobre un espacio vectorial graduado M.
Definimos A : TM - TM TM, e¢:TM — K, por

n
Almi @me @ @mp) = (M1@my® -+ @m;) @ (Mig1 @ Miga @+ @ my),
1=0

e(ly)=1y e(m@me®---@m,)=0 si n>1

1.3 Categoria de algebras de Frobenius.

En esta seccién A denotard un dlgebra, es decir, un espacio vectorial junto con dos mapas lineales
m: A® A — A,y u: K — A llamados producto y unidad tales que m es asociativo y u es la
unidad (u(1) = 14).

A continuacién daremos la definicién de algebra de Frobenius.

Definiciéon 1.31. Un algebra de Frobenius es un dlgebra A de dimensién finita junto a una
forma bilineal no degenerada (, ) : A® A — K que es asociativa, en el sentido que (ab, ¢) = (a, bc),
Va,b,c € A.

Proposicion 1.32. Sea A un dlgebra de dimension finita. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. A es un dlgebra de Frobenius.

2. Existe un mapa lineal € : A — K que llamaremos forma de Frobenius, tal que el Ker(g) no
contiene ideales a izquierda no triviales.
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3. Eziste un isomorfismo de A-mdédulos A : A — A*, donde el espacio dual A* es un A-mddulo
con la accion dada por (a.9)(b) = ¢(ba) para todos a,b € A.

En consecuencia, cualquiera de las tres afirmaciones equivalenes serdn definiciones de dlgebra
de Frobenius.

Demostracion:

e (1) = (2) Dada la forma bilineal no degenerada (, ) : A® A — K definimos la forma de
Frobenius del siguiente modo

e A — K (1.6)
a —

(1A,a>.

e (2) = (3) Si tenemos la forma de Frobenius ¢ : A — K definimos el isomorfismo A del
siguiente modo
A A - A
a — MNa): A - K (1.7)
b — e(ba).

e (3)= (1) Finalmente, dado X\ : A — A* definimos la forma bilineal del siguiente modo

(,): A®A — K (1.8)
a®b — A1la)(ad). '
La prueba de los detalles puede encontrarse en [7]. O

Observacion 1.33. De la proposicién anterior se deduce que
Ma)=ae VYaec A

Definiciéon 1.34. Un morfismo de &algebras de Frobenius es un morfismo de algebras
f A — B que verifica que eg o f = ¢4 siendo €4 y ep las formas de Frobenius de A y B
respectivamente.

Ejemplos 1.35. 1. El dlgebra de Frobenius trivial.
Sea A=K ye:A— Kel mapa identidad de K. Claramente el ker(¢) no contiene ideales
no triviales, por lo tanto tenemos un algebra de Frobenius.

2. Un ejemplo concreto.
El cuerpo de los nimeros complejos C es un algebra de Frobenius sobre R, definiendo la
forma de Frobenius € : C — R como e(a + ib) = a. Es claro que ker(¢) ~ R y que por lo
tanto no contiene ideales no triviales.

3. /flgebm de grupo finito.
Sea G = {e, g1, ,gn} un grupo finito, el dlgebra de grupo C[G] estd definida como el
conjunto de combinaciones lineales formales )" ¢;g;, donde ¢; € C, con el producto dado
por la multiplicacién de G. Esta admite estructura de dlgebra de Frobenius si tomamos
como forma de Frobenius al funcional

e: C[G]

C
1
gi 0

Ll

sii=1,---,m.
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Es claro que la forma bilineal asociada (g, h) = e(gh) es no degenerada pues si e(gh) = 0
para todo h y fuera g # 0, tomando h = ¢! tendriamos que £(gh) = e(gg™') = e(e) = 1
lo que es absurdo.

4. El anillo del grupo de caracteres.
Sean K = C y G un grupo finito de orden n. Una funcion de clase es una funcién G — C
que es constante sobre cada clase de conjugacién; las funciones de clase forman un anillo
(con la multiplicacién de funciones punto a punto) que denotaremos R(G). En particular,
los caracteres (trazas de las representaciones) son funciones de clase; es més, toda funcién
de clase es combinacién lineal de caracteres. Definimos (, ) : R(G) ® R(G) — K como

(6.0) == 3" oty

teG

Dado que los caracteres forman una base ortonormal de R(G) con respecto a esta forma
bilineal, se deduce que (, ) es no degenerada y que por lo tanto R(G) admite estructura
de algebra de Frobenius.

Por més ejemplos consultar [7] o [2].

El siguiente resultado nos dice basicamente que la forma de Frobenius es tinica a menos de
multiplicar por un invertible del dlgebra.

Lema 1.36. Si A es un dlgebra con forma de Frobenius €, entonces toda otra forma de Frobenius
en A esta dada por precomponer € con la multiplicacion por un elemento invertible del dlgebra.

Demostracién: En primer lugar si u es un invertible de A, entonces el mapa ¢ : A — K
dado por &' = € omy, con m, : A — A definido como m,(a) = au, es también una forma de
Frobenius, ya que si bien los nicleos de ambos funcionales no son los mismos, los ideales que
ellos contienen deben ser los mismos pues u es invertible.

Reciprocamente, si € y €’ son dos formas de Frobenius, y A y X los isomorfismos de A-médulos
asociados, entonces A\(a) = a.e y N (a) = a.€’ para todo a € A. Como X y ) son sobreyectivos,
entonces existen ag, by € A tales que A(ag) =€’y N (by) = e. Luego &’ = ag.c = ag.by.€’; por lo
tanto agbg = 1 y ag es invertible.

O

A continuacién definiremos una clase importante de algebras de Frobenius, las algebras
simétricas.

Definicion 1.37. Un dlgebra de Frobenius es simétrica si se verifica alguna de las siguientes
condiciones equivalentes:

1. La forma de Frobenius € : A — K es central; esto significa que (ab) = e(ba) para todos
a,b € A.

2. La forma bilineal no degenerada (, ) es simétrica, es decir (a,b) = (b, a) para todos a,b € A.
3. El isomorfismo de A-mdédulos a izquierda A : A — A* es también de A-médulos a derecha.

Observaciones 1.38. 1. Es claro que si A es un algebra de Frobenius conmutativa, entonces
es simétrica.
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2. Supongamos que A es un &lgebra y que e : A - Ky e : A — K son dos formas de
Frobenius. Puede pasar que (A,¢) sea un dlgebra de Frobenius simétrica y que (A,&’) no
sea simétrica.

Precisamente el siguiente Lema (que enunciaremos sin demostracién) deja un poco mas en
claro esta idea.

Lema 1.39. Si (A,e) es un dlgebra de Frobenius simétrica (es decir € es central), toda otra
forma de Frobenuis central €' en A esta dada por ' = e om,, siendo u un elemento invertible y
central del dlgebra A.

Recordar que un elemento en un anillo es llamado central si éste conmuta con todo elemento
del anillo.

Ejemplo 1.40. El dlgebra de matrices.
Sea A = M, (K) el espacio de todas las matrices n x n sobre K. Este es un algebra de Frobenius
con el mapa traza

e=Tr: M,(K) = K

(aij) = 32

Notemos que (M, (K), Tr) es un algebra de Frobenius simétrica ya que Tr(AB) = Tr(BA) para
todas A, B € M, (K). Sin embargo, si precomponemos la traza con la multiplicacién por una
matriz invertible no central (es decir que no conmuta con todas las matrices) obtenemos un
algebra de Frobenius no simétrica. (ver Lema. Concretamente, si A = Ma(R) y U = (%)
entonces es claro que U es invertible no central. Luego, la forma de Frobenius ¢ = Tromy
siendo my : Ma(R) — My(R), my(A) = AU no es central y por lo tanto (M3(R),&’) no es
simétrica.

A continuacién enunciaremos un teorema probado por Lowell Abrams y Aaron D. Lauda, el
cual nos proporciona otras dos definiciones adicionales de dlgebra de Frobenius. Tanto su enun-
ciado como su demostraciéon (que pueden encontarse en [I]) estdn dados en primera instancia
para el caso en que el algebra A es simétrica, aunque este resultado vale también para el caso no
simétrico. De hecho, en el capitulo siguiente probaremos la versién del mismo teorema cuando
A es un algebra diferencial graduada, primero para el caso simétrico y luego para el caso no
simétrico. Dado que toda algebra puede verse como un algebra diferencial graduada, concentrada
en grado cero y con d = 0, es que tendremos el resultado clasico del Teorema resuelto en general.

Teorema 1.41. Un dlgebra simétrica A de dimension finita con producto m : AQ A — Ay
unidad u : K — A es un dlgebra de Frobenius si y solo si se satisface alguna de las siguientes
condiciones equivalentes:

1. (Abrams) Ezisten un coproducto A : A — A® A y una counidad € : A — K tales que
(A, A e) es una codlgebra y A es morfismo de A—bimddulos donde en A @ A estamos
considerado las acciones de A a izquierda y derecha usuales, es decir: a.(b®c) =ab®c y
(b®c).a =b® ca para todos a,b,c € A.

2. (Lauda) Existen dos mapas lineales 0 : K — A® A (llamado co-pairing) y e : A — K tales
que los siguientes diagramas conmutan:

0

A 19 A0 A®A K Ao A
ST R
ARAR A o AR A AR A o A
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Demostracion:

1. Definimos el coproducto de la siguiente manera:

A—2 A0 A

,\i T,\1®>\1

A*7A*®A*

es decir A := (A"'®@ A7) om* o\, siendo X : A — A* el isomorfismo de A-bimédulos y
m* el dual de m.

Reciprocamente, dada (A, A, €) una coélgebra graduada siendo A morfismo de A—bimddulos,
podemos dotar a A de estructura de Algebra de Frobenius definiendo la forma bilineal no
degenerada asociada (, ) : A® A — K como (, ) =com.

2. Dado el coproducto A definimos 6 : K -+ A® A por # = A o u. Reciprocamente, dado
0:K—> A® A definimos A : A - A® A por

A=(1em)o(l®1l)=m®1)o(1x0).
O

En el siguiente teorema, como ya lo hicimos para la forma de Frobenius ¢, veremos que si A
es un algebra de Frobenius con coproducto A este es Uinico a menos de actuar con un elemento
invertible del dlgebra.

Teorema 1.42. Sean (A,A,e) y (A,A’,¢") dos estructuras de Frobenius sobre el dlgebra A.
Entonces eziste u € A invertible tal que
e =ue, A =Au!
donde A(a)u™ = (3 a1 ®ag)u™! =Y aju™! ® ay para todo a € A.

Demostracion: En el Lemam probamos que ¢’ = eom, = u.c para algiin u € A invertible.
Veamos ahora que pasa con los coproductos. Estos estan determinados de la siguiente manera

A— 2 A9 A : A—2 AwA
A\L \L)\@)\ /\’i i)x’@)\’
A" AT @ A A" A" @ A

Veamos ahora que \' = A om,. Sea a € A, luego:
N(a) = a.e’ = a.(u.g) = (au).e = Mau) = X o my(a).

Entonces, usando la conmutatividad de los diagramas para los coproductos y la igualdad
N = X\ om, tenemos que, por un lado
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NeoN)A'=m*oXN =m*odom, =A@\ oAom,
y por otro lado
N @XN)A = Nomy @Aomy)A' = (A@ ) o (my @my) o A
Por lo tanto

A@ XN oAomy = (AR ) o (my @my) oA

Como A es isomorfismo deducimos que (m, ® my)A" = A o my,.
Utilizando que u es invertible, podemos componer de los dos lados de la igualdad por m,—1 ®@m,,-1
y obtenemos que

A(a) = (my-—1 @my-1)A omy(a) = (my-—1 @ my—1)A(au)
Como el morfismo A es de A-bimédulos tenemos que
Alau) = (1em)(A®1)(a®@u) = (1@ my,)A(a)

y por lo tanto
A(a) = (my1 @ my1)(1 @ m)Aa) = (m, 1 © 1)A(a)

y eso vale para todo a € A. Entonces
A= (my-1 @ 1)A =Au™!

lo que concluye la prueba. ]

Ejemplo 1.43. En el siguiente ejemplo ilustraremos el resultado anterior.
K
Sen A — 2, y]
(22 = 1,y* — L, zyz — yay)

. Consideremos los siguientes mapas lineales

e(14) =1y cero en otro caso,
A(lg) =14R 14+ 2R+ YRy + 2y ® Yz + yr ® TY + TYT ® TYT.

¢/(z) = 1 y cero en otro caso,
ANl =1@r+201+yQzy+ 2y @ vyr +yr @y + vy @ Y.

Como queremos que A y A’ le den a A estructuras de Frobenius, estos deberdn ser morfismos
de bimddulos, por lo tanto extendemos A y A’ a todo A del siguiente modo

Alz) = (z®14)A(14) = A(1a)(1a ® @)

y andlogamente para A’.

Luego (A,A,e) y (A, A’ ¢’) son dos estructuras de Frobenius sobre A y se cumple que &' = z.€
y A’ = A.z7! siendo 27! = x pues 2% = 1.
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1.3.1 Automorfismos de Nakayama

A continuacion dada A un algebra de Frobenius presentaremos un par de resultados sobre la
existencia de ciertos automorfismos asociados al algebra, llamados automorfismos de Nakayama
y que seran escenciales para futuras consideraciones.

Denotaremos por Aut(A) al conjunto de automorfismos del dlgebra A.

Comenzaremos con la siguiente proposicién probada por Nakayama en [2].

Proposicién 1.44. Sea A un dlgebra de Frobenius sobre un cuerpo K y (,): A® A — K la
forma bilineal asociada. Luego, existe v € Aut(A) tal que

<V(a)7 b> = (ba a)?
para todos a,b € A.

Demostracion: Sea {ai,as, - ,a,} una base del espacio vectorial A. Queremos encontrar un
elemento z € A tal que para todo a € A se cumpla que (x,—) = (—, a) como K-formas lineales
de Aen K. Sean a =377 aj, v = YL mar y P = (pij) € My(K) la matriz asociada a la
forma bilineal, es decir p;; = (a;, a;) para todos 4,j € {1,--- ,n}. Como (, ) es no degenerada
P es invertible (ver Observacion [1.6)). Para i € {1,--- ,n} tenemos las siguientes igualdades

(aiya) = &ilai az) =Y &pij,
j=1 Jj=1

n n
(w,ai) =Y wila,ai) = > wipi.
=1 =1

La condicién (z,—) = (—,a) es claramente equivalente a la condicién (a;,a) = (x,a;) para
todo i € {1,---,n}, y a su vez equivalente a las siguientes igualdades:

n n
S wpi =Y &pi; Vi€l n}.
=1 =1

Ya que P es invertible concluimos, por el Teorema de Cramer, que existe exactamente una
solucion x; = A1, x2 = Ao, -+, T, = A, al sistema de ecuaciones lineales de arriba. Luego,
definiendo v(a) = Y ., My, se satisface la igualdad deseada (v(a),—) = (—,a). Ademds, es
claro que v : A — A es un morfismo lineal. Es mads, es un monomorfismo por la no degeneracién
de (,) y por lo tanto un isomorfismo, puesto que estamos en dimension finita. Para cada
a,b,c € A tenemos las siguientes igualdades

(v(ab),c) = (c,ab) = (ca,b)
= (v(a),v(b)c) = (v(a)v(b),c).

Luego (v(ab) — v(a)v(b),—) = 0 y por lo tanto, por la no degeneracién de (, ) deducimos que
v(ab) = v(a)v(b). En particular, si a = v~ 1(14) y b = 14 obtenemos que

I
—
N
—~~
=
S~—
Q
S
~
I
—
N
—~~
=
S—
o
S
~

v(lg) =v(a)v(la) =v(aly) =v(a) = 14,

por lo que v : A — A resulta un isomorfismo de dlgebras. O
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Definicién 1.45. Sea A un algebra de Frobenius y (, ) : A® A — K una forma bilineal no
degenerada asociada. Un automorfismo de Nakayama asociado a (, ) es un automorfismo
de K-dlgebras v : A — A que verifica (v(a),b) = (b, a) para todos a,b € A.

Los siguientes resultados nos dicen que un automorfismo de Nakayama de un &algebra de
Frobenius A es Unico a menos de componer con un automorfismo interno de A. En particular
si A es simétrica, el morfismo idy sera un automorfismo de Nakayama y por lo tanto todo
automorfismo de Nakayama serd interno. Las demostraciones se pueden encontrar en [2].

Lema 1.46. Sea A un dlgebra de Frobenius sobre un cuerpo K, (,) : A® A — K una forma
bilineal no degenerada asociada, v el automorfismo de Nakayama asociado a (,) yc € A un
elemento invertible. Entonces el mapa V' : A — A definido por v'(a) = v(cac™!) para todo

a € A, es un automorfismo de Nakayama de A asociado a la forma bilineal no degenerada
(,Y:A® A — K dado por (b,a) = (b,ac™!) para todos a,b € A.

Proposicién 1.47. Sea A un dlgebra de Frobenius sobre un cuerpo K, {, )1 y (, )2 dos formas
bilineales no degeneradas asociadas a A, y v1 y vo los automorfimos de Nakayama asociados
a las formas bilineales, respectivamente. Entonces, existe un elemento invertible ¢ € A tal que
va(a) = vi(cac™t) para todo a € A.

Corolario 1.48. Sea A un dlgebra de Frobenius sobre un cuerpo K. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. A es simétrica.
2. Todo automorfismo de Nakayama de A es interno.

3. Eziste un automorfismo de Nakayama de A que es interno.
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Capitulo 2

Algebras de Frobenius en la
categoria adg.

2.1 Definiciones clasicas de Algebras de Frobenius en la cate-
goria adg.

Fijemos un cuerpo K de caracteristica cero y A = {4, };cz un élgebra diferencial graduada (adg).
El propdsito de este capitulo es definir lo que serd un algebra de Frobenius en la categoria de
las dlgebras diferenciales graduadas, tomando como base las definiciones clasicas que se tiene
de dlgebra de Frobenius cuando estamos sobre una K-dlgebra A, las cuales fueron desarrolladas
muy brevemente en el capitulo anterior.

Definicién 2.1. Dada §: (A® A,d) — (K, d) morfismo de complejos, decimos que 3 es:

e una forma bilineal no degenerada si 3y : (A® A)g = P, Ai ® A_; = Kes de la
forma By = €;c4(, )i, donde para cada i € Z se tiene que (,); : 4, ® A_; = K es una
forma bilineal no degenerada.

e asociativo, si se cumple que
(@ibj; C—(igg))its = (@i, bjc_(ipj))i
Ya; € A;, bj S Aj Y C—(i+7) S A,(iJrj).
Observacion 2.2. Se tiene que 5; =0 Vi # 0y Bod = 0.

s (AR A) — L (AR Ay — I (AR A) g — -

A

0 0 K 0 0

Definicién 2.3. Dada (A, d) un adg, decimos que A es un dlgebra de Frobenius, si es de
dimensién finita, de tipo finito y viene equipada con un morfismo de complejos 8 : (A® A, d) —
(K, d) que es ademas una forma bilineal no degenerada y asociativa.

Proposicién 2.4. Sea (A,d) un adg de dimension finita y de tipo finito. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

1. (A,d) es un dlgebra de Frobenius.

22



2. Eziste un mapa € : (A,d) — (K,d) morfismo de complejos tal que Ker(eg) C Ap no
contiene ideales a izquierda no triviales.

A —t 4y -4,

alol l s_lzol

0—2.xk—9 .9

El morfismo € se denomina forma de Frobenius.
3. Existe un isomorfismo de A-mddulos a izquierda X : (A,d) — (A*,d).

A d A d A

R

-+-—— Hom(A, K); 4. Hom(A4,K)g —d, Hom(A,K)_y ——---

. Existe un mapa &’ : , — , morfismo de complejos tal que Ker(ej) C Ag no
4. Exist ! A d K,d d lejos tal K 6 A
contiene ideales a derecha no triviales.

5. Eziste un isomorfismo de A-mddulos a derecha X' : (A,d) — (A*,d).
Demostracion:
e (2) = (1) Definimos f: A® A — K por:
5 = { 0 si z # 0
’ @jez<a>j sl 1=

donde para cada j € Z se define
<aj,b_j>j = Eo(ajb_j) Vaj S Aj,b_j S A_j.

Es claro que 8 es una forma bilineal asociativa, dado que g¢ es lineal y el producto del
algebra es asociativo.

Veamos que 3 es no degenerada. Para esto, alcanza con probar que, para cada j € Z (, );,
es no degenerada a izquierda (ver Proposicién , es decir:

si (aj,b_j>j = OVCL]‘ S Aj = b_j =0.

Como 0 = (aj,b_;); = eo(ajb—;) Ya; € A, entonces eg(A;b_;) = 0. Luego A;b_; C Ag es
un ideal a izquierda contenido en el ker(ep). Como ker(ep) no contiene ideales a izquierda
no triviales, se deduce que b_; = 0.

Resta probar que S es morfismo de complejos, i.e Bod = 0.
Seaa®a € (A® A);. Luego:
Bo(d(a® a')) = fo(da ®a' + (~1)"a ® d(a')) = fo(da ® a') + (~1)" fo(a ® d(d'))
= eo(d(a)a’) + (=1)“leg(ad(a’)) = eo(d(a)a’ + (=1)"ad(a’))
= ¢go(d(aa’)) = (eod)(aa’) = 0.
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e (2) = (3) Dado ¢, definimos A : A — A* por:
Ma)(d) := (=D)lHPle(ba)  Va,b e A.

Veamos en primer lugar que: A(ab) = a.A(b).
Sea ¢ € A arbitrario. Luego

Aab)(c) = (—1)lePHelg (cab).

Por otro lado:

(a.A(b))(c) = (_1)Ia\(|/\(b)l+\c\))\(b)(Ca) — (_1)\a|(\b\+lcl)(_l)lbl\ca\g(cab)
= (=1)lllal+®D g (cab) = (—1)lelleble(cab)

donde en la segunda igualdad usamos que |[A| = 0.
De lo anterior obtenemos la igualdad deseada A(ab)(c) = (a.A(b))(c).
En segundo lugar, veamos que A es isomorfismo, es decir para cada i € Z, \; : A; —
Hom(A, K); definido por:
)\Z(az)(b,z) = (—1)‘ai|'|b_"|€0(b7iai) Va; € Ai,bfi € A,i (2.1)

es un isomorfismo.

Como para cada ¢ se tiene que A*, ~ Hom(A,K); y dim 4; = dim A_; = dim A* ;, alcanza
con probar que A; es inyectivo.

Si Ai(a;) = 0, entonces A;(a;)(b—;) = 0 Vb_; € A_;. Por definicién de \;, resulta que
eo(b_ja;) = 0 ¥b_; € A_;, o dicho de otro modo, e9(A_;a;) = 0. Como A_;a; C Ap es un
ideal a izquierda contenido en el ker gg, éste tiene que ser trivial, y por lo tanto a; = 0, lo
que prueba la inyectividad de A;.

Por ultimo, veamos que A es morfismo de complejos, es decir \d = dA.

Para ésto, sean a,b € A, queremos probar que A(d(a))(b) = d(A(a)(b)). Si |a| = i entonces
|d(a)] =i — 1, por lo que si |b| # —i + 1, la igualdad anterior se cumple, dado que ambos
miembros dan cero. Supongamos entonces que |b| = —i + 1. Luego, por un lado tenemos
que:

Md())(b) = (=) " @He(bd(a)) = (—1) 7"+ e(bd(a))
Por otro lado, recordando que A es un mapa lineal de grado cero, tenemos:

d(A(a)(b)) = dg (Ma) (b)) — ()P (a)(d(b)) = —(— 1)/l (=1)leH Ol (d(b)a)
= —(=1)'""e(d(b)a) = (1) T e(d(b)a).

Por lo tanto, la igualdad deseada se cumple si y sélo si:
(-1 e (bd(a) = (-1) 7 e(d(b)a) & e(bd(a) = (~1)'e(d(b)a).
Para terminar la prueba probemos entonces esta tltima igualdad:
e(bd(a)) = (—1)'e(d(b)a).
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Calculemos e(d(ba)):

e(d(ba)) = e(d(b)a) + (—1)Ple(bd(a)) = e(d(b)a) + (—1) " e(bd(a)).
Ahora como £(d(ba)) = g¢(d(ba)) = 0, pues tenfamos £od = 0, resulta que:
0 =e(d(b)a) + (—1)"""'e(bd(a)),
por lo que despejando e(bd(a)) de esta tltima igualdad obtenemos:

e(bd(a)) = (=1)"c(d(b)a)

como queriamos.

e (1)= (2) Dado f: A® A — K definimos € : A — K por:
81_{ 0 si i#£0
! <1A7_>O:<_71A>0 si 1=0

Dicho de otra forma, eg(a) = (14,a)o = (a,14)0 Va € A, siendo 14 la unidad de A.
Es claro que ¢ es lineal, dado que S es bilineal.
Veamos entonces, que ker(eg) no contiene ideales a izquierda no triviales. Para esto,
alcanza con probar que ker(gp) no contiene ideales principiales a izquierda no triviales.
Sieg(A_ja;) = 0, a; € A;, entonces por definicién de gy resulta que (14,b_;a;)0 = 0,
Vb_; € A_;. Dado que [ es asociativo, de lo anterior se deduce que

0= <1Ab—i7 ai)_i = (b_i,ai)_i Yo_; € A_;.

Ahora, como (,)_; es no degenerada a izquierda, debe ser a; = 0 como querfamos.

Por ultimo, resta ver que egd = 0. Sea a; € Ay arbitrario. Luego:
eod(ar) = (1a,d(a1))o = Bo(la ® d(ar)).
Por otro lado,

d1a®a) =d(1a) @ a + (-1 @ d(a) = 14 @ d(ay)

y ademas sabiamos que Syd = 0. Por lo que
0= Bod(la ®a1) = fo(la ®d(a1)) = god(az)

como queriamos.

e (3) = (1) Dado A : A — A*, definimos f: A® A — K por:

B":{EBO sl i #0

j€Z<ﬂ>j si 1=0
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donde para cada j € Z se define
{aj;b—j)j = AMLa)(ajb—j) Va; € Ajb_j € Aj.

En primer lugar, es claro que [ es bilineal ya que A es lineal y 8 es asociativo pues el
producto del algebra lo es.

En segundo lugar, veamos que 5 es no degenerada a izquierda. Para esto probemos que
para cada i € Z, (,); es no degenerada a izquierda. Sea b_; € A_; fijo, si {(a;,b—;); = 0
Va; € A; resulta que A(14)(a;b—;) = 0, Ya; € A;. Multiplicando esta tultima igualdad por
(_1)Ib—i|(l>\(1A)\+\a¢|) obtenemos que:

0 = (—1)/=slAEHaED N1 4) (aib_;) = (b_i.M14))(ai) = Mb_i)(a;) Va; € A;,
por lo que A(b_;) = 0. Ahora, como A es inyectivo, tiene que ser b_; = 0, lo que demuestra
la no degeneracion a izquierda de (, );.

Por tltimo, veamos que 3 es morfismo de complejos, es decir fyd = 0. Sea a®ad’ € (AR A);.
Luego:

Bod(a @ ') = fo(d(a) ® a' + (~1)"a @ d(a)) = (d(a), d') + (~1)"(a, d(a))
= A(La)(d(a)a") + (=1)A(La) (ad(a')) = A(L4)(d(ad")).

Veamos entonces que A(14)(d(aa’)) = 0, de donde se deduce lo que queremos.
Dado que X es morfismo de complejos, resulta que

d(Maa))(1a) = Xd(aa"))(14).
Desarrollando el lado izquierdo de la igualdad de arriba, obtenemos que:
d(Xaa'))(14) = dx(Aad')(14)) + (1)1 I\ (ad")(d(14)) = 0.
Por lo tanto:

0 = A(d(ad'))(La) = (d(aa’)A(La))(La) = (~D)MINATIHLADN(14)(14d(aa’))
= A(1a)(d(ad)),

donde en la tdltima igualdad usamos que [A(14)| + [14] = 0.

e (4)= (1) La prueba es andloga a lo que hicimos para probar (2) = (1), salvo que para
probar la no degeneracién de 8 se prueba que para cada i € Z, (,); es no degenerada
a derecha. Recordemos que la condiciéon de no degeneracion a derecha e izquierda son
equivalentes pues estamos en dimension finita.

e (4) = (5) Definimos A" : A — A* por:

N(a)(b) = €'(ab) Va,b € A.

e (1) = (4) Definimos
epla) = {a,14)0 = (1a,a)g Va € A.
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e (5) = (1) Es andloga a la prueba de que (3) = (1), salvo que se prueba la no degeneracién
a derecha de .
Esto concluye la demostracién de la proposicion. O

Observacidon 2.5. De la proposicién anterior se deduce que si (4, d) es un élgebra de Frobenius,
entonces

e=¢,
lo que no es novedoso, ya que dado que la no degeneracién a izquierda y derecha son equivalentes
y (a,b) = e(ab) para todos a,b € A, entonces el ker(ep) no contiene ideales a derecha no triviales
si y s6lo si ker(gp) no contiene ideales a izquierda no triviales.

Definicion 2.6. Un morfismo de algebras diferenciales graduadas de Frobenius es un
morfismo de algebras diferenciales graduadas f : (A,d) — (B, d) que es ademds un morfismo de
Frobenius.

Notacion 2.7. De ahora en més, usaremos la terminologia algebra de Frobenius para referirnos
a un adg que es ademds un algebra de Frobenius.

Definicién 2.8. Dada (A, d) un élgebra de Frobenius, decimos que A es simétrica, si
e(ab) = (=1)Ple(ba)  Va,b e A.
Teorema 2.9. Sea (A,d) un dlgebra de Frobenius simétrica. Entonces la forma bilineal B es
simétrica, es decir (a,b) = (=1)9Il(b a), X\ = X y resulta que X es morfismo de A-bimddulos.
Demostracion: Es claro que S es simétrica, pues
(a,b) = e(ab) = (=1)1*Ple(ba) = (—1)191P1(b, a).
Para probar que A = X\, sean a,b € A, luego
Aa)(b) = (=1)1Ple(ba) = e(ab) = N (a)(b).

Dado que ) es isomorfismo de A-médulos a izquierda, A es isomorfismo de A-mdédulos a derecha,
y A= ) se deduce que \ es isomorfismo de A-bimddulos. O

2.2 Definiciones de Abrams y Lauda para la categoria adg.

A continuacién veremos dos definiciones adicionales de algebra de Frobenius para un adg A,
equivalentes a las ya vistas (las definiciones cldsicas de Abram y Lauda pueden encontrarse en
[1]), en primer lugar para el caso en que el dlgebra A es simétrica. Luego veremos que también
se tienen los mismos resultados cuando quitamos la hipétesis de simetria del &dlgebra. También
probaremos que si A tiene estructura de dlgebra de Frobenius, ésta es tinica a menos de multi-
plicar por un invertible del algebra.

Teorema 2.10. Sea (A,d) un adg simétrica de dimension finita y de tipo finito. Entonces A
es un dlgebra de Frobenius si y solo si ésta satisface alguna de las siguientes condiciones:

1. (Abrams) Existen un coproducto A : (A,d) — (A® A,d) y una counidad € : (A,d) - K
morfismos de complejos, tales que (A, A, e) es una codlgebra graduada y A es un morfismo
de A—bimddulos donde en A ® A estamos considerado las acciones de A a izquierda y
derecha usuales, es decir: a.(b®c) =ab®c y (b® c).a =b® ca para todos a,b,c € A.
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2. (Lauda) Ezisten un co-pairing 6 : (K,d) = (A® A,d) ye: (A,d) = (K,d) morfismos de
complejos tales que los siguientes diagramas conmutan:

A 199 A9 AwA K— . Ap A
SR NE
ARARA——=A® A ARA——=A

siendo u : K — A la unidad del dlgebra.

Demostracion:

1. (Abrams) Veamos que si A es un algebra de Frobenius, y ¢ : A — K es la forma de
Frobenius, podemos definir un coproducto A : A - A ® A de forma tal que (A4, A, ¢) sea
una coalgebra graduada. En particular, la counidad es la forma de Frobenius del algebra
A. Definimos A = {A,;};cz, donde para cada i € Z, A; viene dado por:

A
A; :

@jH:i Aj@ A

HOmK(A, K)z 7- @J-‘rl i HOmK(A K) X HOIIIK(A K)

donde A; es el dado en la ecuacién y m* es el mapa dual de m: A® A — A, siendo m
el producto del algebra.

Es claro que A morfismo de complejos, pues es composiciéon de morfismos de complejos
(ver Observacién [1.19).
A continuacién veamos que (A4, A, ¢) nos da una estructura de codlgebra graduada, es decir
se tienen los siguientes diagramas conmutativos:

A

1®e e®1

A

O™

AR A

A®A A®K

A®A

K® A

TARARA A

Comencemos probando la conmutatividad del diagrama (2). La conmutatividad del dia-
grama (3) es andloga.

La conmutatividad del diagrama (2) es equivalente a probar para cada i € Z, la conmu-
tatividad del correspondiente diagrama en grado i. Sea ¢ € Z fijo y a; € A; arbitrario.
Luego:

Ai(ai) = Y e DNila)om) = > (oA o) = D A e N (A,

JHl=t JHl=i J+l=i JHl=i

siendo fs € Hom(A, K), para cada s € Z. Entonces, resulta que:
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(L@e)Ai(as) = > A (e (1) = A7 (oA (fo) = AT (F)do(Ag ™ (fo)) (1a)

JHl=i

=\ (i) fo(La),
donde en la segunda igualdad usamos que £; = 0 VI # 0. Luego
N () fo(la) = ai & fifo(1a) = Ni(a;) € Hom(A,K); ~ A* ;.

Sea b_; € A_; arbitrario. Como f;(14) = 0 VI # 0 entonces:

fib-i) fo(1a) = fi(b-)@fo(1a) = | D fi® fi | (b-i@1a) = (Niai)om)(b_i@1a) = Ai(a;)(b—;)

jHI=i

de lo que se deduce lo que queriamos.

La conmutatividad del diagrama (1) es la propiedad de coasocitividad del coproducto A.
Para probar ésta propiedad vamos a usar el resultado (que demostraremos a continuacion),
si A es morfismo de A-bimdédulos, entonces es coasociativo.

Si A es morfismo de A-bimédulos los siguientes diagramas conmutan:

A® A m A A® A al A
1A @ A AR1 @ A
ARAQA——>A®A ARAR A AR A

El diagrama (4) nos da la condicién para que A sea morfismo de A-médulo a izquierda, y
el diagrama (5) la condicién para que sea morfismo de A-médulo a derecha.

Veamos entonces que de la conmutatividad de los diagramas (4) y (5) se deduce la coaso-
ciatividad de A. Para ésto, seaa € A, |a] =i, A(a) =3 ) ik ®@br y A(la) = 3 ;uj®e—;.
Entonces, por la conmutatividad del diagrama (4), tenemos que:

b @14 i by,

108 |a

b ® DU @ej =D bruj @ e

es decir A(bg) = 3, bpu;j ®@ e_j.

Luego:

(1®A)oAla)=(1@A)D ik @b) = }:qk@uxm Y ik @bu; ey (%)
k k,j
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De la conmutatividad del diagrama (5), resulta que:

m
a @ uj au;

as |a

Dok Cimk @ b @ Uj 7= D Ci e ® b

es decir A(auj) =) ) ci—p ® bru,.

Entonces:

(0 =3 Aaw) ey = (AN auy@ey). ()

J J
Nuevamente, por la conmutatividad del diagrama (4), deducimos que:

m

a®1y a

1®Al A

a®)juj@ej =) jau; Qe
es decir A(a) =3, au; ® e_;.
Finalmente: (x%) = (A ® 1) o A(a), lo que prueba la coasociatividad de A.

Para concluir, solo resta probar que A es efectivamente morfismo de A-bimédulos. A tales
efectos, definimos el mapa

m: A — End(A4)

a — a. (2.2)

donde a.(b) = ab, Vb € A. M4s explicitamente, si |a| = 4, entonces a. = {a./};cz, siendo
al € Hom(A;, Aiy;), a?(b) = ab, Vb € A;. Por lo tanto, podemos pensar que para cada
i €7,

m: A, — @j HOm(Aj?Ai+j)

a — @j aJ (2:3)

Se prueba facilmente que m es morfismo de complejos.

Ademss, dado que dim(A4;) < oo Vj € Z, tenemos para cada j € Z fijo, el isomorfismo:

Aipj @ Aj  — Hom(Aj, Ay )

Ve s — f(e 24

donde [f(—)b](b;) = f(bj)b ¥b; € A;.

Entonces, los siguientes diagramas conmutan:
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A; g Ar, - A;

RO @) .

D) Airj © Aj —- B ALy ©A) 7 B Ainy @ A] — B, Hom(4;, diyj)
A;
A m
D, Air; ® A @D; Airj ® A] —— D, Hom(4;, 4;+)

1®A
donde estamos usando que Vs € Z, Hom(A, K)g >~ A*

s*

El diagrama (6) conmuta por definicién de A. Veamos que el diagrama (7) conmuta:

f A AN

20 firi @ F-i om0 ML fig) © foj—== 35 (ML (firg) =" @, A7 ()7

donde para cada s € Z, f; € Hom(A4, K)s.

Para ver que efectivamente ) f_j(—))\;rlj( firj) =D; A L(f).7 evaluamos para cada j €
Z (fijo) las funciones en un elemento genérico a; € A; y componemos de ambos lados con
el isomorfismo A;1;. Entonces, por un lado tenemos que:

N (Foj(ap) A (Firg)) = F-i(ag) firg
y por otro lado:
AT (a)) = M (AN (Fag) = Xy (A (F.ay)) = fag,
donde usamos que A es morfismo de A-médulo a derecha (y por lo tanto A~! también lo

es).
Luego, dado a_(;4 ;) € A_(;; ) arbitrario resulta que:

Fi(a) fivg(a—iny) = Q_ Firn @ fi)a; @ a_qivy)) = m* (F)(a; @ a_qivy) = flaja_(iry)
k

= (f.aj)(a_(itj))

lo que prueba la igualdad buscada.
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En particular, la conmutatividad de los diagramas (6) y (7) nos dice que m = (1® A) o A
o equivalentemente que (1 ® A™!) o = A y por lo tanto es directo que el diagrama (8)
conmuta.

Consideremos el siguiente diagrama:

A® A = A
1 19A @ A @
AR A® A* P AQARA— = AR A o AR A*
me1* @ e 1®1*
A® A* T A® A*

Notemos que los diagramas (13) y (10) conmutan gracias a la conmutatividad de los dia-
gramas (6), (7) y (8). Los diagramas (11) y (12) claramente conmutan y la conmutatividad
del diagrama externo se prueba facilmente, con las mismas herramientas que probamos la
conmutividad del diagrama (7). Por lo tanto el diagrama (9) conmuta, y A es morfismo
de A-moédulos a izquierda. Andlogamente se prueba que A es morfismo de A-médulos a
derecha, por lo que resulta ser morfismo de A-bimdédulos como queriamos.

Reciprocamente, veamos que si (A4, A, ) es una codlgebra graduada, podemos definir una
forma bilineal no degenerada 5 : A ® A — K, que le dard a A estructura de algebra de
Frobenius.

Definimos 8 : A® A — K como 8 = eom. Es claro que 3 es una forma bilineal asociativa,
ya que € y m son lineales y m es asociativo. Ademds 8 es morfismo de complejos por
ser composicién de morfismos de complejos. Nos queda probar que 3 es no degenerada.
Alcanza con probar que 5 es no degenerada a izquierda, puesto que estamos en dimensién
finita. Para ésto usaremos que, para cada k € Z (fijo) el siguiente diagrama conmuta,
puesto que A es morfismo de A-mddulos a derecha:

(D, A @ A_y) ® Ay,

T TR

1 1
K® A 25 Ay ® Ay B Ai® A —> B Ao K
\ /
Ay,
Entonces sea x € Ay, arbitrario y para cada i € Z, sea {el_i, -+ ,e,'} una base de A_;,

siendo n; = dimA; = dimA_;. Si A(la) =), Z] L Uu; @ -_i € @, A; ® A_;, aplicando
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las composiciones de la parte superior del diagrama obtenemos:

n; n; ng
lxk@r—>1a0x — ZZuz ®e]7i ®x — ZZuz ®e]7i:n — ZZuﬁ ®€(e;ix)
i g=1 i j=1 i j=1
y €omo s(ej_iac) =0 Vi # k, resulta:
n; ) ng ng ng
Z Zu; ®e(e;'z) = Zu? ® 5o(ej-_k:c) = Zu;‘: ® (g9 0 m)(ej_k ®x) = Zuf ® Bo(ej_k ® x)
i j=1 j=1 j=1 j=1

n
= Z Bo(ejk ® z)ul ® Ig.
j=1

Ahora, aplicando las composiciones de la parte inferior del diagrama obtenemos:

IxkRr—=1a0r—=2— Al) > (1e)(A(r) =2 1k.

Entonces » = 3 7%, 50(6]._k ® x)uf, y por lo tanto {uf,--- ,uk } es una base de Aj. En
particular, si tomamos z = uf con l € {1,---,n;} resulta que Bo(ej_k ® uf) = &
Finalmente, para probar que 8 es no degenerada a izquierda, sea y = 2721 aje;k cA_,

arbitrario, o; € K Vj € Z. Veamos que si (y, ) = 0 Vo € Ay, entonces y = 0:
ng Nk Nk

0= (yu l‘>k = <Z ajej_ka l‘>k = Za]'<€j_k7 J">k = Zajﬁﬂ(ej_k ® CC)
j=1 j=1 j=1

Si x = uf, tenemos que 0 = E?il ajﬁo(ej_k ® uf) = ay, por lo que haciendo variar el
le{l,---,ng}, obtenemos que oy = 0 VI, y por lo tanto y = 0.

2. (Lauda) Probaremos que esta condicién es equivalente a la condicién de Abrams.
Dado el coproducto A definimos 6 : K = A® A por § = A owu. Maés explicitamente
0(1x) = A(14). Luego es claro que 6 es morfismo de complejos, por ser composicién de
morfismos de complejos y que los diagramas para 6 conmutan por ser A morfismo de A-
bimddulos.
Reciprocamente, dado 6, definimos A : A — A® A por:

A=1@m)o(fxl)=(mx1)o(1®0)
y los diagramas de conmutatividad de € implican que A es morfismo de A-bimédulos.

O]

Observacion 2.11. Sobre la unicidad de ¢ y A cuando A es un adg.

Si A es un adg, los resultados vistos en y se aplican de forma andloga haciendo los
cambios pertinentes, los cuales detallamos a continuacion.

Para la unicidad del €, tendremos que toda otra forma de Frobenius estda dada por precomponer
€ con la multiplicaciéon por un elemento invertible u de A de grado cero. Como la forma de
Frobenius € estd concentrada en grado cero (pues ; = 0 para todo ¢ # 0) la demostracién de
se mantiene inalterada si cambiamos A por Ag, € por &g.

Para la unicidad de A la demostracién de se aplica sin més al caso de dlgebras diferenciales
graduadas.
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2.2.1 Automorfismos de Nakayama para un adg. Existencia de A para el
caso no simétrico.

En esta subseccién probaremos en primer lugar que si A es un adg de Frobenius, podemos
definir, analogamente a lo hecho en una familia de automorfismos v = {v;} € {Aut(4;)}
que llamaremos automorfismos de Nakayama asociados a A. La demostracién de la existencia
de estos automorfismos es escencialmente la misma que para el caso cldsico en que A es una
K-algebra de Frobenius. Igualmente procederemos a ver los detalles para familiarizarnos aun
mas con el contexto graduado.

En segundo lugar, veremos que el Teorema [2.10| vale también para el caso en que A es
un adg no simétrica. A tales efectos detallaremos las modificaciones que hay que hacer en la
demostracién del Teorema para que valga el mismo esquema deductivo.

Proposicién 2.12. Sea A = {A;}icz un adg de Frobenius y 8 : A® A — K la forma bilineal
no degenerada asociada. Luego, existe una familia {v;};cz tales que para cada i,j se satisfacen
las siguientes condiciones:

1. y; € Aut(Ai),
2. viyj(ab) = vi(a)vj(b) para todos a € A; yb e A; yvp(la) =14,
3. (vi(a),b); = (—=1)Plal(b a)_; para todos a € A; ybe A_;.

Demostracion: Fijemos i € Z. Recordemos que (, ); : A; ® A_; — K es una forma bilineal
no degenerada y que n; = dim A; = dim A_;. Luego, sean {a1,--- ,a,,} y {al,--- ,ay,} bases
de A; y A_; respectivamente. Sea P = (p;;) la matriz asociada a la forma bilineal (, );. Luego
P es invertible (ver Observacién . Dado a = )%, &par € A;, queremos encontrar x =
St ma € A tal que (z,b); = (—1)Plel(h,a)_; para todo b € A_;. Esta tltima igualdad es
equivalente a que se cumpla que (z,a}); = (—l)la;”aua;-,a),i para todo j € {1,--- ,n;}, que es
a su vez equivalente a que se verifiquen las siguientes ecuaciones

ng

n;
> apy =Y (1) (], ar) s,
=1

k=1

para todo j € {1,---,n;}. Ya que P es invertible (y por lo tanto P! es también invertible) se
concluye por Cramer que existe una tnica solucion al sistema de ecuaciones lineales de arriba,

T1=aQi, - ,Tn, = Qp,. Luego definimos v;(a) = > ", oya.

7

Es claro que v; : A; — Aj; es lineal y que es inyectivo por la no degeneracién de (, );. Ademads
como dim A; es finita se deduce que v; € Aut(4;).
Por contruccién de v; tenemos que se cumple (v;(a),b); = (—1)Plel(b @) _; para todo a € A; y
be A_;.
Finalmente si hacemos variar i,j € Z, a € A;, b€ Aj y ¢ € A_(; ;) se tiene lo siguiente

(Virj(ab), ¢)ivy = (1) e, ab) gy = (=) (ca,b) 5 = (=)l Pleal (15 p), ca),
— (_1)|6|Iab\+|b|\ca\<Vj(b)c, a)_; = (_1)\CI\abI+\bllca|+|bCIIa\<1,Z.(a),yj(b)@i

= (vi(a)v;(b), c)iy;

34



donde en la tltima igualdad usamos que (—1)lellabl+[blleal+lbellal — (_1)2lcllal+2lellbl+2lbllal — ¢
Luego como (, )i+, es no degenerada, se deduce que v;4;(ab) = v;(a)v;(b). En particular, si
a=1vy"(1a) y b= 14 obtenemos que

vo(la) = wo(a)r(la) = vp(aly) = vo(a) = 14.

O

Notacion 2.13. De ahora en mas nos referiremos a v como el automorfismo de Nakayama asociado
a A para hablar de un elemento cualquiera de la familia {v;} sin hacer uso del subindice que
quedara sobreentendido dependiendo el contexto.

Lema 2.14. Sean A un adg de Frobenius, A : A — A* el isomorfismo de A-mddulos a izquierda

asociado a A y v el automorfismo de Nakayama asociado a A. Consideremos el siguiente mapa
lineal

x: A*®A — A*
p®a — @p*a

donde ¢ * a = p.v(a) (donde esta tltima es la accion a derecha de A en A* vista en [1.28).
Entonces vale que

(2.5)

1. % es una accion a derecha de A en A*
2. Si en A* ponemos la accion * resulta que A es un isomorfismo de A-bimddulos.
Demostracion:

1. Que * es una accion a derecha es claro, ya que . es una accién a derecha y v preserva el
producto es decir v(ab) = v(a)v(b) para todos a,b € A.

2. Dado que ya sabemos que A es un morfismo de A-médulos a izquierda, sélo resta probar
que es morfismo de A-mddulos a derecha, es decir que se cumple A(ac) = A(a) * ¢ para
todos a,c € A.

Por un lado tenemos que

Mac)(b) = (—1)leellble(bac) = (=1)leelbl(ba, ¢) = (—1)lacllblFellbal () ba).

Por otro lado
(Ma)xe)(b) = (Ma).v()) () = Aa) (v(c)b) = (=1)1 I+ De(u(c)ba) = (=1)1IHD (1 (c), ba).

Como

(_1)Ia0|lb|+|0|lba\ - (_1)(Ia\+ICI)\b\+\0|(|bl+\a|) - (_1)\allb|+|a\\C\+2\b||6| - (_1)|a\(|6|+\b|)

se tiene la igualdad deseada A(ac)(b) = (A(a) * ¢)(b) para todo b € A.
0

Existencia de A para el caso no simétrico.

A continuacién veremos qué o cudles modificaciones debemos hacer en la demostracién del
Teorema, [2.10] para que éste siga valiendo para el caso en que A es un adg de Frobenius no
simétrica.

Consideremos A\ : A — A* el morfismo de A-mddulos a izquierda asociado a A y dotemos a
A* de estructura de A-médulo a derecha con la accién * dada en el lema anterior. Luego A es
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isomorfismo de A-bimédulos como ya vimos. Definimos A : A - A® A de igual forma que como
lo hicimos para el caso en que A es simétrica, es decir

A=At xHom oA
Luego, si el isomorfismo definido en la ecuacién lo cambiamos por el siguiente isomorfismo

Al‘_g.j & A;( — HOHI(AJ‘,AH_J‘)

b f | —  fou(—)b (2:6)

donde [f o v(—)b](b;) = f(v(b;))b Vb; € Aj y v es el automorfismo de Nakayama asociado a A,
resulta que la demostracién de es valida para el caso no simétrico, sin mas cambios que los
ya mencionados (salvo los cambios subyacentes que éstos conllevan). La clave estd en que para
probar que A es morfismo de A-mddulos a izquierda se usan fuertemente dos resultados: que A
es isomorfismo de A-mdédulo a derecha (que lo tenemos si cambiamos en A* la accién . por la
acci6n *) y que se tiene el isomorfismo entre A;1; ® A7 y Hom(A;, A1 ).
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Capitulo 3

Algebras de Frobenius y nearly
Frobenius en la categoria adg para el
caso n-gradudado.

Como hemos visto a lo largo del desarrollo de este trabajo, los mapas relacionados a la estructura
de Frobenius, €, 8, A, A son mapas lineales de grado cero. El hecho de que sean de grado cero
y que estemos indexando sobre Z fuerzan a que se tenga una simetria en lo que refiere a la
dimensién de los espacios vectoriales A; y A_; para cada i € Z.

El objetivo en esta seccién es redefinir los conceptos dados hasta ahora cambiando el conjunto
sobre el cual graduamos un complejo (A, d) por N y permitiendo que los mapas lineales ¢, 5, A, A
sean de grado n, pero dejando intacta la estructura de dlgebra diferencial del complejo (A, d).
Con esto ultimo nos referimos a que el producto del dlgebra m : A ® A — A continuara siendo
un mapa lineal de grado cero. El motivo de porqué cambiar el conjunto sobre el cual indexamos
y permitir tener mapas n-graduados radica en el hecho de que en ese contexto es mas natural
encontrar ejemplos de dlgebras diferenciales graduadas de Frobenius no triviales. La simetria
de la que hablabamos méas arriba ahora estard dada en términos de la dimension de los espacios
vectoriales A; y A_;_,,. También veremos en este nuevo contexto que para la forma de Frobenius
¢ perderemos la condicién de que Ker(g) no contenga ideales a izquierda no triviales pues dado
que, al permitir que € sea n-graduado, el tinico mapa no nulo serda ¢_,, : A_, - Ky como A_,
no es una subdlgebra de A (a diferencia de Ay que si lo es) no tendra sentido hablar de ideales de
A_,. Sin embargo, podremos definir la forma de Frobenius en términos de los mapas 8 o A de
igual forma que en el caso cero graduado, por lo que € resultara ser un mapa lineal n-graduado
y continuard jugando el papel de counidad para la estructura de codlgebra graduada junto al
mapa A.

Al final de este capitulo introduciremos la definicién de Algebra nearly Frobenius en el contexto
n-graduado. Esta serd una generalizacion de las Algebras de Frobenius.

Observaciones 3.1. 1. De ahora en més cuando hablemos de morfismo de complejos de
grado n nos referiremos a un mapa lineal de grado n con n € Z que conmuta con el
diferencial. Vale la pena aclarar que, como estamos graduando sobre N, si A = {4;};en
y B = {B;}ien son dos complejos, para que tenga sentido hablar de un morfismo de
complejos f : (A,d) — (B,d) de grado n con n < 0, hay que extender la graduacién al
conjunto Z, y definir A; = B; = 0 para todo i < 0.

2. 81 f:A— Cyg:B— D son mapas lineales de grado n y m respectivamente, el mapa
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f®g: A® B— C® D es el mapa lineal de grado n + m definido por (f ® g)(a ® b) =
(=1)lllsl f(a) @ g(b).

3. Como mencionamos en la introduccién de este capitulo, la estructura algebraica se preserva
intacta, por lo que (A, d) simbolizard un algebra diferencial graduada en los términos dados
en la definicién [I.I5 Por lo tanto el producto m : A ® A — A continuard siendo un
morfismo de complejos de grado cero.

3.1 La funcion shift

De ahora en mas A = {A;};cn serd un adg.
A continuacién definiremos una funcién a la que llamaremos shift ([4]) a partir de la cual serd
mas facil deducir cémo redefinir los conceptos dados para el caso cero graduado ahora para el
caso n graduado. También daremos una lista de propiedades que cumple esta funciéon y que
seran de suma utilidad de aqui en adelante.

Definicién 3.2. Sea (A,d) un adg y n € Z. Consideremos el dlgebra diferencial graduada
(A[n], D) definida por A[n|; = Ak_, para todo k > n, A[n]ry = 0 para todo 0 < k < n,
Dy =di_, paratodo k > ny D =0 para todo 0 < k < n. Llamaremos el shift de grado n
a la funcién s, : A — A[n] definida por s,(a) = a para todo a € A de forma tal que se verifica
que [sp(a)| = |a|] + n.

Observaciones 3.3. 1. De la definicién de arriba se deduce que el siguiente digrama con-
muta:
A—2 4
5nl 5771:5_71

Aln] —= Aln]
D
y por lo tanto s, es un morfismo de complejos de grado n.

2. El complejo (A[n], D) tiene estructura de dlgebra graduada ya que hereda el producto de
A. Vale la pena destacar que, si bien el producto de A es un mapa lineal de grado cero
este producto 7visto” en A[n| es un mapa lineal de grado —n. Mads explicitamente, si
m:A®A— Aesel productoen Ay s, : A — Aln] es el shift de A de grado n, podemos
definir un producto m,, en Aln| de forma tal que el siguiente diagrama conmute:

A A—L" A

$nQsn J{ lSn

Aln] ® Aln] — Aln]

y este producto en A[n] resulta ser de grado —n si m es de grado cero.

3. Es fécil verificar que A*[n] = (A[—n])*, basta observar que coinciden en cada componente
homogénea de grado k con k > n:

Al = (A = (Agn)” = (Al=n]_1)* = (Al=n]")s.
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4. Sie: A® A" — A* es la accién a izquierda vista en la Proposicién y $p: A — Aln] es
el shift de A de grado n, podemos definir una accién a izquierda (en el sentido graduado)
o, : Aln] ® A[n]* — A[n]* de forma tal que el siguiente diagrama conmute:

AR A* —2 A*

3n®3*_nl ls*—n

Aln] ® A[n]* —— A[n]"

Explicitamente @ o, ¢ = (—=1)l@"t7s* (5 (3) e s%(¢)) para todos @ € A[n] y ¢ € A[n]*.
Al decir que e, es una accién a izquierda en el sentido graduado, nos referimos a que se
verifica que @ e, (b e, ¢) = (—1)I%"(@b) e,, ¢ para todos @,b € An] y ¢ € A[n]*.

Proposicién 3.4. Si A es un adg y n € Z valen las siguientes propiedades:
1. El inverso del mapa lineal s, @ s, es (—1)"s; 1 @ s;1.
2. sy(ab) = (—1)9"s,, (a)s,(b) para todos a,b € A.

3. Sean s, : A — Aln| el shift de A de grado n, s} : A[n]* — A* el mapa dual de s, y
Aln]* Aln]”
: =s

sno 1 An]* — (A[n])*[n] el shift de A[n]* de grado n. Luego s!, = s, y por lo tanto
sﬁ[n]*(a) = (=1)l*lra o s, para todo o € A[n]*.
Demostracion:

1. Sean a,b € A, luego:
(D" (=)™ (s, @ 5, (sn(a) @ 50 (D))

- (_1)|a|n+n(_1)ls;1Hsn(a)lsglsn(a) ® 5715, ()
(=1)lalrtntnla+n)y o p = 4 @ b.

(=1)"(s5" ® 55, (50 @ 50)(a @ D)

donde la convencién para los signos que aparecen en las igualdades de arriba son conse-
cuencia del item 2 de la Observacién Esto prueba que (—1)"(s;! ® s, 1) es inverso a
izquierda de s, ® s, y andlogamente se prueba que es inverso por la derecha.

2. Como vimos en la Observacién en el item 2, podemos definir un producto m,, en A[n|
de forma tal que s, om = my o (s, ® s, ), entonces si a,b € A resulta que:

$nom(a®b) =my o (sp, ®s,)(a®b) = (—1)1%"m,, (sn(a) @ sp(b))
y por lo tanto s,(ab) = (—=1)14"s,(a)s,(b).
3. Alcanza con probar que (A[n])*[n] = A. Por el item 3 de la Observacion [3.3| vale que:

(A[n])*[n] = (Aln][=n])" = A™.
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3.2 Las funciones \, § y A como pullbacks de mapas lineales de
grado 0.

La idea que nos permitié definir un producto m,, en A[n] de grado —n a partir de m (de grado
cero) a través del shift de A de grado n (m, no es otra cosa que el pullback de m por s,) nos
da una herramienta que nos permite obtener, via el pullback por s, las propiedades que deben
de cumplir los mapas n-graduados si se conocen estas propiedades para los mapas 0-graduados.
Asi, la idea es tomar las definiciones de Frobenius dadas para el caso 0-graduado y via el pullback
por s, obtener que condiciones debemos pedirles a los mapas n-graduados A, 5, A si queremos
seguir teniendo una estructura de Frobenius en A.

Condiciones para A

Supongamos que tenemos dada (A4,d) un adg y A : A — A* un isomorfismo de grado n. Sea
An @ Aln] — A[n]* el isomorfismo de grado 0 de forma tal que el siguiente diagrama conmuta

A a A*

y para el cual se sabe que verifica:

L. Au(sn(a)sp(b) = (=1)l*"s, (a) e, Ay (s,(b)) para todos a,b € A (A, es un morfismo de
A[n]-médulos a izquierda)

2. \poD = Do), donde D es el diferencial en A[n].

Entonces para A se verificaran las siguientes condiciones:
1. Xab) = (=1)%"q ¢ A\(b) (X es un morfismo de A-médulos graduados a izquierda)
2. Aod=do ).

Veamos en primer lugar que A es un morfismo de A-mdédulos graduados a izquierda. Por un lado
tenemos lo siguiente:

An($n(@)sn (b)) = An((—1)""s,(ab)) = (—1)!I"s*  A(ab).
Por otro lado

/\n<3n(a)3n(b)) = (‘D‘alnsn(a) o )‘n(sn(b)) = (_1)la‘n(_1)|8n(a)|n+n3*—n(3—n<3n(a)) hd 3:(/\71(371([7))))
= (=1)lelr(—D)lalrg* (0 e sE(s*, A(D))) = s, (a e A(D)).

Por lo tanto (—1)l9"s* X(ab) = s*, (a e A(b)) y dado que s*, es un isomorfismo, componiendo
con su inverso s¥ obtenemos que (—1)1%"\(ab) = a @ A\(b) como queremos.
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Ahora, veamos que A conmuta con el diferencial. Para esto, consideremos los diagramas
siguientes:

Aln] D Aln)
\N A—% oA /

An /\\L i)\ An
AY ——= A*
s* d s*
Aln]* _ Aln]*

donde los diagramas de la izquierda y la derecha conmutan por definicion de A, los diagramas
de arriba y abajo conmutan por el item 1 de la Observacion y el diagrama externo conmuta
pues es una de las condiciones que le impusimos a A,. Por lo tanto el diagrama interno conmuta
COmMO (ueremos.

Observacion 3.5. Al ver a A como el pullback de A\, que es un mapa lineal de grado cero, ganamos
en el sentido de que pasamos a trabajar con mapas cero graduados, pero perdemos desde el punto
de vista de que, de tener un producto 0 graduado en A pasamos a tener un producto en A[n]
que nos queda graduado positiva o negativamente, asi como la accién de A[n] en A[n]*. De
todos modos lo hemos hecho asi para familiarizarnos con la técnica de tomar pullbacks pues esta
herramienta serd de suma utilidad, por ejemplo, cuando querramos obtener las condiciones para
que un cierto coproducto n graduado en A nos dé estructura de Frobenius.

Condiciones para la forma bilineal no degenerada (.

Si(A,d) esunadgy A: A — A* es un isomorfismo de grado n en las condiciones vistas arriba,
podemos definir una forma bilineal asociativa no degenerada 3 : A® A — K de grado n de forma
tal que verifique que \(a)(b) = (—1)!%l1P1(b, a) siendo f; = 0 para todo i # —ny B_, = @j<, )
donde para cada j, (, );j : 4; ® A_j_, — K. Vale la pena destacar que la definicién de § para
el caso n-graduado es exactamente la misma que la dada para el caso 0-graduado, y por lo
tanto la condicién de asociatividad para [ no refleja, por decirlo de algin modo el hecho de que
los mapas sean ahora n-graduados y no 0-graduados; es decir 8 serd asociativo si cumple que
(ab, c) = (a, bc) para todos a,b,c € A.

Condiciones para A

Si (A,d) esun adg y A : A — A* es el isomorfismo n-graduado que le daréd estructura de
Frobenius a A, podremos definir un coproducto A : A — A ® A que resultard ser —n graduado
de igual forma que como lo hicimos para el caso 0-graduado, es decir A := (A™'@ A" Hom* o \.
Si nos paramos en la componente homogénea de grado i del dlgebra A tendremos el siguiente
diagrama conmutativo:

A
A;

@j+l=i+n Aj—n ® A = @k+p=z‘—n Ak ® Ap
—1 —
. T®j+l_i+n Aten

Homg (A, K);tn ®j+l:i+n Homg (A, K); ® Homg (4, K);

m*

Este diagrama nos deja méas en claro que A es efectivamente un mapa lineal —n-graduado.
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Al igual que lo hecho para A, veamos a A como el pullback por s, de un coproducto A, 0-
graduado en A[n]. Asi si para A, se verifica que:

1. (A, ® 1A, =(1® A,)A, (coasociatividad)
2. ApoD=DoA,
para A se verificara que:
1. (A®1)A =(-1)"(1® A)A (coasociatividad graduada)
2. Aod=(—-1)"do A.

Comencemos probando que se tiene la coasociatividad graduada para A.
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

A AR A

A
Sn l lsn@)sn

Aln] —z Aln] ® A[n]

n

Dado que el inverso de s, ® s, es (—1) ~1®s; ! obtenemos que A = (—1)"(s; ' ®s, 1) oA, 05y,
Seaa € Ay Ap(sp(a)) =5 sd’ ® sa’ (notacic’)n de Sweedler). Entonces, por un lado vale que:

(A®1)A(a) = (-1)"(A® 1)[(s; )(A (Sn(“)))]
= (D" A5 @ 5,13 sa’ @ sa”)
— (-1)™(A —1)'5“"”25* sa') @ s, (Sa”)]
= (1) W“ZASH s, (sa”)
= (=Y (=1 <s; ® 521)(An(50') @ 5" (s0")
= ()l In(1)l Al (st @ 5t @ 5 Y A (sa) @ sa”]
= (s," @5, @5, )(An @ 1)A(sn(a))
= (spl@s, ®s—1)(1®A )An(sn(a))
= (
= (-

5‘1 Z sa ® A, sa")]
1) sa’||s7 @8y \ZS Ao HA,(sd")
= (—1)Pr ST (sa) @ (s; ® s;l)An(Sa")
— ngl(sa') ® (s @ sy )An(sa”).

donde hemos usado que |s;!| = —n y que (—1)™" = (—1)".
Por otro lado:
1®A)A(a) = (D)1 @ A)D s, (sa) @ s, (sa")]
= (- 1)‘“/"””( |s" sa ||A|Zs_ sa’) @ A(s; L (sa"))
= (el ) S ) @ (1) (55 @ ) (A (sa)
(=1)"

D" sy (sd) @ (s, @ s, )(An(sa )
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lo que prueba la coasociatividad graduada para A.
Nos queda probar que A conmuta con el diferencial en el siguiente sentido:

Aod=(—1)"do A.

Recordemos que el shift s, : A — A[n] conmuta con el diferencial, Dos,, = s,od (ver Observacién
3.3). De aqui se deduce que (s;! ®s,1)o D = (=1)"do (s;! ® s, 1):
(50" ®s,1) 0 D)(3n(a) @ sn (b)) = (5" ® 5,") (Dsn(a) @ sn(b) + (=1)*" s, (a) @ Dy (b))
= (=D)IPsn@Ing—1 D (a) @ 57 s, (D) + (1) @l(—1)lsn(@Ing—Lg () @ 571 Ds, (b)
= (—1)lletn=Drg(a) @ b+ (—1)UeF g @ d(b)
= (=)D (d(a) @ b + (~1)a © d(b)
= ()" (=) I*d(a @ b)
= (=1)"d((= )'S" Ma®b)
= (=1)"d((s," )(Sn(a) ® sn(0)))
= (=1)"(do (s, ®55,"))(sn(a) @ sn()))

para todos a,b € A. Luego

(Acd)(a) = © Ay 0 sn(d(a))

Ap(snd(a)))
Ap(Dsn(a)))
DA, (sp(a)))
5; ®5_1)An5n(a))
s @ s ) Apsp(a))

Supongamos ahora que ¢ : A — K es una counidad n-graduada para el coproducto A. Esto
significa que se deberan verificar las siguientes igualdades:

ida=(1®e)A=(ex®1)A.

Ahora como estamos en el contexto graduado, si || = n y |A] = —n estas igualdades pueden
expresarse (usando la notacién de Sweedler) como:

a:Z( )|a |nalg( ) :ZE(CL,)QH

siendo a € A (arbitrario) y A(a) = > d' ®@d”.

3.3 Definiciones de Algebra de Frobenius para el caso n-graduado.

A continuacién, haciendo uso de los resultados probados para el caso n-graduado, nos pro-
ponemos explicitar en este contexto, cuales serian las definiciones equivalentes de algebra de
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Frobenius para un adg (A, d). También, sobre el final de este capitulo debilitaremos algunas de
las hipétesis de la definicién de algebra de Frobenius para obtener asi la definicion de un adg
nearly-Frobenius. En el capitulo siguiente daremos algunos ejemplos de estas ultimas algebras
y veremos si alguna de ellas admite estructura de Frobenius.

Definicién 3.6. Dada (A, d) un adg de dimensién finita y de tipo finito, decimos que A es
un algebra de Frobenius de grado n, si se verifica alguna de las siguientes definiciones
equivalentes:

1. Existe un mapa lineal de grado n, §: (A® A,d) — (K, d) que es ademds una forma bilineal
no degenerada, asociativa y que conmuta con el diferencial d.

2. Existe un isomorfismo de grado n, \ : (4, d) — (A*,d) que verifica que A(ab) = (—1)l*"a.\(b)
y que conmuta con el diferencial d.

3. (Definicién de Abram) Existen dos mapas lineales, un coproducto A : (A,d) — (A ®
A,d) de grado —n y una counidad ¢ : (A, d) — K de grado n tales que:

(a) (A, A, ¢) es una codlgebra n-graduada, es decir se cumple que (A®1)A = (-1)"(1®
A)Ayidyg=(1®e)A = (e®1)A.

(b) A y € conmutan con el diferencial en el siguiente sentido: Aod = (—1)"do Ay
ceod=doe.

(¢) A es un morfismo de A—bimédulos, mas explicitamente (usando la notacién de
Sweedler) se cumple que:

Yy @@y =) (D) ay @y’ =Y 2’ waly.

Observacion 3.7. Como habfamos comentado al comienzo de este capitulo, puede no quedar del
todo claro como definir € : A — K de forma tal que sea una counidad para el coproducto A en
la definicién de Abram. Lo cierto es que podemos definir ¢ : A — K de grado n como

e(a) = (a,1) = (1,a) = A(1)(a)

para todo a € A (de igual forma que como lo haciamos en el contexto 0-graduado).

Observacion 3.8. Con respecto a los automorfismos de Nakayama en el caso n-graduado.
Dado que la forma bilineal § y la estructura de dlgebra de (A, d) estan definidas de igual forma

que lo hecho para el caso 0-graduado, podemos hablar en el contexto n-graduado de los auto-

morfismos de Nakayama para A asociados a la forma bilineal 5 y estos preservaran todas las

condiciones dadas para el caso 0-graduado.

3.4 Definicion de Algebra nearly Frobenius para el caso n-graduado

Las algebras nearly Frobenius surgen como una generalizacién de las dlgebras de Frobenius,
frente a la imposibilidad de definir, en muchos casos, para un cierto coproducto dado sobre un
algebra A, una counidad para dicho coproducto.

Nos interesa definir lo que para nosotros serd un adg (A, d) nearly Frobenius en el contexto
n-graduado.
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Definicién 3.9. Sea (A,d) un adg. Decimos que A es un algebra nearly Frobenius de
grado n si viene equipada con un mapa lineal A : A -+ A® A de grado —n que verifica que
(A 1DA = (-1)"(1® A)A, Aod = (—1)"d o A y es ademds un morfismo de A—bimdédulos,

més explicitamente (usando la notacién de Sweedler) se cumple que:

Z(zy)/ ® (xy)” _ Z(_l)mnm/ ® y// — ZQ:/ ® x”y.

Por mas informacién sobre las dlgebras nearly Frobenius en el contexto clasico, consultar [1]
y Bl
Observacion 3.10. Si A es un coproducto nearly Frobenius en A de grado n, éste queda deter-

minado por su evaluacién en el 1 € A, pues la condicién de que A sea morfismo de bimédulos
graduados fuerza a que se tengan las siguientes igualdades:

Ax) = (-DFPEo AN = A1) (1 @ 2) (3.1)

para todo z € A.
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Capitulo 4

Ejemplos de Algebras de Frobenius y
nearly Frobenius en la categoria adg.

En este capitulo daremos dos ejemplos de dlgebras diferenciales graduadas nearly Frobenius.
El primer ejemplo consistird de un algebra graduada con diferencial cero, y admitira ciertos
coproductos graduados que le daran estructura nearly Frobenius. De todas estas estructuras,
una de ellas se podrd completar a una estructura de Frobenius. Una vez hecho esto, la idea es
hacer uso de un algoritmo que nos permite en algin sentido levantar la estructura de adg de A a
una con diferencial no trivial. Con levantar nos referimos a encontrar un adg con diferencial no
trivial que denotamos AV y que llamaremos modelo minimo de A, tal que la cohomologia de
AV es A. Una buena pregunta que podemos hacernos es si via este algoritmo podremos también
levantar alguna de las estructuras de coproducto que tenemos en A de forma tal de obtener
un adg nearly Frobenius con diferencial no trivial. En este primer ejemplo probaremos que
de hecho el algoritmo es meramente algebraico, pues finalmente no podremos levantar ninguno
de los coproductos de A como quisieramos que sucediera. Pese a esto, no significa que no
podamos encontrar ejemplos de algebras diferenciales graduadas nearly Frobenius con diferencial
no trivial, y justamente el segundo ejemplo que daremos apunta en esta direccion.
También se pueden encontrar otros ejemplos en [4].

Observacion 4.1. Recordemos que a AV le llamabamos dlgebra conmutativa libre sobre el espacio
vectorial graduado V' (ver [1.22]).

Definicién 4.2. Dado un mapa lineal ¢ : (AV,d) — (A4,d), decimos que ¢ es un cuasi-
isomorfismo si es un morfismo de adg e induce un isomorfismo en cohomologia, es decir si el
mapa lineal H(p) : H*(AV) — H*(A) dado por H(y)([v]) = [¢(v)] es un isomorfismo, donde | |
denota cada clase en cohomologia.

Observacion 4.3. Si (A,d) es un adg y d = 0 tenemos que H*(A) ~ A y por lo tanto si
v : (AV,0) = (A,0), ¢ es un cuasi-isomorfismo si y sélo si es un isomorfismo.

El algoritmo para obtener el modelo minimo

Partimos con un &lgebra graduada A con d = 0 y tal que Ag = Ky A; = 0. Supongamos
que tenemos definida un adg (N,d) y un morfismo de dlgebras diferenciales graduadas h :
(N,d) — (A,d) tal que h es un cuasi-isomorfismo hasta grado n. Lo que queremos hacer es
extender (N, d) a un adg (N',d) y extender h a un morfismo de &lgebras diferenciales graduadas
B i (N',d) — (A,d) de forma tal que A’ es un cuasi-isomorfismo hasta grado n + 1 y asi por
induccién en n obtener un cuasi-isomorfismo en todos los grados.
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Explicitamente consideremos el mapa H"1(h) : H(N)"*! — A, 11 y sean Z = ker H"*1(h) y
W = Coker H""!(h). Supongamos que {[z1],--- ,[2-]} es una base de Z (|z;| = n + 1 para todo
i) y que [wi],--- ,[w son una base de W. Consideremos variables x, - , 2, y y1,- -,y tales
que |z;| = n para todo i = 1,---,7y |y;| = n+ 1 para todo j = 1,--- ,t y extendemos N a
N’ de forma tal que la componente homogénea de grado n de N’ contiene a los elementos de
grado n de N y a las variables x1,--- ,z,, y la componente homogénea de grado n + 1 de N’
contiene a los elementos de grado n + 1 de N y a las variables y1,- -+ ,y; y extendemos h a h' y
d definiendo h'(x;) = 0, d(x;) = z; para todo i y h/(y;) = w; y d(y;) = 0 para todo j. De esta
manera H""!(h/) resulta un isomorfismo. El proceso se itera ahora para N’ y h'.

4.1 Ejemplo 1: el algebra de polinomios truncada.

Q[z]
pntl’
Ag = Q y que A1 = 0 por lo que estamos en las hipétesis del algoritmo arriba descripto. Usemos
entonces el algoritmo para asociarle a A un modelo minimo.

Consideremos ¢ : (Ay,0) — (g[f]l,()), tal que |y| = 2y ¢(y) = z. Es claro que H(p) = ¢

Consideremos el dlgebra diferencial graduada (A,0) = O> donde |z| = 2. Es claro que

es sobreyectivo pero no inyectivo pues Ker(¢) =< y"*! >. Introducimos entonces un nuevo
generador z de grado 2n + 1 tal que dz = y" ! y extendemos ¢ definiendo ¢(z) = 0. Luego ¢ es
un cuasi-isomorfismo y el dlgebra diferencial graduada (A(y, z),d), ly| =2, |z|=2n+1,dy =0
y dz = y" ! es un modelo minimo para A.

Nos proponemos ahora en primer lugar darle estructura nearly Frobenius al adg A y veremos
luego que no podremos ”levantarlo” via el cuasi-isomorfismo ¢ a un coproducto en (A(y, z),d).

Por la Observacién basta con definir los coproductos graduados en el 1 € A.
Para cada k = 0,---,n definimos Ay(1) =3, ., .\ '@l
En [3] se prueba que estos Ay son coproductos nearly Frobenius en A cuando consideramos a A
como Q-élgebra y por lo tanto éstos verifican que (A ® 1)Ag = (1 ® Ag)Aj (son coasociativos)
y que Ag(z) = (x @ 1)Ak(1) = Ap(1)(1 ® ) para todo x € A.

Ahora dado que nuestra algebra A estd graduada tendremos que estos Ay seran coproductos
graduados de grado ny = 2n+2k (pues |z| = 2) para cada k y por lo tanto las condiciones de ser
coasociativos graduados (Ar ® 1)A, = (—1)" (1 ® Ag)Ag y morfismos de bimédulos graduados
(vista en la Observacion se verifican automaticamente porque ny es de grado par para cada
k.

También es inmediato que para estos A se cumple que Agod = (—1)"do Ay ya que d = 0.

Por lo tanto, segin la Definicién 3.9 el adg A resulta ser un algebra nearly Frobenius de
grado ny para cada k.

Notemos que Ay admite una completacién a un coproducto de Frobenius de grado 2n
definiendo la forma de Frobenius € : A — K por

‘ . <
5(3:2):{ 0 si 0<i1<n

1 si 1=mn

47



Veamos ahora que ninguno de los Ay se pueden levantar a un coproducto nearly Frobenius
en el adg A(y, 2).
Que alguno de ellos se pudiera levantar significaria poder definir A : Ay, z) = Ay, 2) @ Ay, 2)
de forma tal que el siguiente diagrama conmute:

Ay, 2) 2> Ay, 2) © Ay, 2)

‘| |eee

A AR A

k

Por otro lado, como {y'}22, U {y’2}2°, es una base de A(y, z) (recordar que como |z| es impar
y A(y, z) es un dlgebra conmutativa graduada se tiene que 22 = 0), resulta que

A(l) = Z aijy' @y + Z bijy' @y 2+ Z cijy'z @y + Z dijy'z @y 2

donde estas sumas son sumas finitas con coeficientes en Q.

Componiendo con ¢ ® ¢ en ambos lados de la igualdad de arriba, y recordando que p(y) = =z,
que ¢(z) = 0y que ¢ es morfismo de algebras resulta que (¢ ® ©)A(1) = Y a;;2° @ 27 y como
queremos que (¢ ® p)A =Agopy Ak(l) = ZiH:n 2’ ® 29 debe ser a;; = 1 para todo i, j tal
que ¢ + j = n. Ahora imponiendo la condicién de que A debe ser morfismo de bimddulos tiene
que verificarse que A(z) = Y a;jy' @ vz + ¢ijyz @ vz = Y aijytz @y + Y bijytz @ y/z de lo
que se deduce que a;; = 0 para todo i, j lo que contradice el hecho de que a;; = 1 para todo 4, j
tal que i + j = n. Esto nos permite concluir que no existe un coproducto A que levante a Ay
via .

Observaciones 4.4. 1. Si en el ejemplo anterior |z| = 1, rastreando las cuentas en [3] que
Q]
xn+1
veremos que también en este caso (cuando x tiene grado impar) los mismos Ay, considerados
en el ejemplo anterior serdn coproductos nearly Frobenius para A de grado n+ k para cada
k=0,---,n.

permiten deducir la formula que define a los coproductos Ay, para la Q—algebra A =

2. Un resultado importante para las K-dlgebras nearly Frobenius es que el conjunto de los
coproductos nearly Frobenius para un K—algebra dada A forman un K-espacio vectorial.
Cuando pasamos a trabajar en el contexto graduado, y permitimos que A sea un adg y
los coproductos sean ahora coproductos graduados, este resultado deja de valer, pues no
queda claro como asignarle un grado a una combinacién lineal de coproductos graduados
en distintos grados.

4.2 Ejemplo 2: un algebra nearly Frobenius de dimensién in-
finita.

Qlz, y, 2]
(22, 2y, yz, 22)’
0 v d(y) = xz. En primer lugar veremos que podemos definir en A tres coproductos nearly
Frobenius A1, Ay v Az de grados 4,5 y 6 respectivamente. En segundo lugar, probaremos que
éstos son los unicos coproductos graduados que podemos poner en A.

Consideremos A = {1,z, z, zz}U{y'}} > una base de A. Comenzaremos definiendo el coproducto
de grado 5 para que se visulice mejor la dependencia del grado en la definicién de coproducto
graduado.

Consideremos el adg (A,d) = ( d> donde |z| =2, ly| =4, |z| =1, d(x) = d(z) =

48



e Definimos Ay(1) =2z ®  — z ® xz de grado n = 2|z| + |z| = 5.
Veamos que Ay se puede extender a A de forma de obtener un morfismo de A-bimddulos.
Para esto alcanza ver que es posible extenderlo a la base A de A:

()PP )A) =222 -2 @z =0=22R 27 — 2@ 2%z = Ay(1)(1 ® 2),
por lo tanto podemos definir Ay(z) = 0.

(—DEP (@ DAL = (-1 (222 @ x —rz @ x2) = 22 @ 22 = Ag(1)(1 ® 2) por lo
tanto podemos definir Ag(2) = 22 ® xz.

(DA @ 1)A(1) = (-1D)P (22 er -2 @az) = 0 = 2 R0% -2 ®
1222 = Ay(1)(1 ® 72) entonces podemos definir Ay(xz) = 0 y verifica la condicién de
bimédulo.

(DI @ 1) Ay (1) = (=) Pi(zzy @z —xyt @ az) =0 =22 Qay —x @ x2Y =
As(1)(1 ®y?) por lo tanto podemos definir Ag(y*) = 0 para todo i = 1,--- , +00.

Veamos que Ay asi definido verifica que (1 ® A2)Ag = (—1)"(A2 ® 1)Ag y que Ayod =
(—1)nd o Ag.

. Por un lado tenemos que
(10A2)As(1) = (10A) (22Qz—2012) = (1) 220 Ay ()= (1) P20 Ay (22) = 0
y por otro lado
(—1)"(A2@1)A%(1) = (-1)5(As®1)(z2Qz—2®x2) = —Ag(22) @z + Ao (z)Dx2 = 0

y andlogamente se prueba que (1 ® Ag)Ay(z) = (—1)" (A2 ® 1)As(z) y por lo tanto
Ay verifica la condicién de coasociatividad.

. Para probar que Ay od = (—1)"d o Ay alcanza con observar que
(Az 0 d)(y) = Ag(xz) = 0= (=1)"(do Az)(y)
donde en la primera igualdad usamos que, por definicidn, se tiene que d(y) = zz.
Por lo tanto As es un coproducto nearly Frobenius de grado 5.

e Definimos Aj(1) =22 ® z 4+ 2z ® xz de grado n = 2|z| + |z| = 4.
Andlogamente a lo hecho para Ay se prueba que Aj(x) = xz ® xz, Ai1(z) = A1(xz) =
A1(y") = 0 para todo i y que este es coasociativo y conmuta con el diferencial d por lo que
Ay es un coproducto nearly Frobenius de grado 4.

e Definimos A3(1) = 2z ® xz de grado n = 2(|z| + |z|) = 6.
Este A3 queda bien definido y verifica la condicién de ser morfismo de bimddulos si defini-
mos Asz(a) = 0 para todo a € A, a # 1. La condicién de coasociatividad y la conmutativi-
dad con d se verifican automaticamente y Ag resulta ser entonces un coproducto nearly
Frobenius de grado 6.

Veamos ahora que Ay, Ay y Ag son los unicos coproductos graduados en A (a menos de un
multiplo).
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e SiA:A— A® A es un coproducto graduado en A observemos que cuando expresamos
A(1) como combinacién lineal de la base A ® A no pueden aparecer los términos que
involucran a la parte ”infinita” del algebra, es decir las potencias de y*, i = 1,--- , +00.
Veamos esto con mas detalle. Si en A(1) aparecen sumandos de la forma

T5,M 5
N = Z aay' @ Bby’ o, €Q a,be A—{y'}iz=1, 4o
i,j=0
i+j>1
considero m > max{n;,nj:i=0,--- ,400,j =0---,+00, i+j > 1} > 0. Como queremos

que A sea morfismo de A-bimédulos, debera cumplir que
(=D @ DAL = A1 @y™)

y por lo tanto

NG,Mj NN

(=)™ N aay™m @ By = Y aay' ® Bby! T (4.1)
» =0 L =0
iZ+Jj21 iZJrizl

Como i+m >1iy j+m > jlaigualdad de arriba serd posible solosia=008=0ye
tal caso N = 0 por lo que este tipo de sumandos no aparecen en la expresion de A(1) e
términos de la base.

11
11

e Veamos ahora cuales son los generadores de cada componente homégenea en (A ® A).

(A Apy=<1®1>
(AR A);=<1®z,2®1>
(AR A)p=<1®z,201,z2Q 2z >
(AR A3 =<1®zz,22® 1, 2® 2,2 >
(AR A =<1®y,yL,zQr,r2Q 2,2 QT2 >
(ARA)s =< Q22,220 2,2QY,y @2z >
(AR Ay =<zQy,yQx,r2zRQ 12 >
(A® A)j =0paratodo j>7,j#4kconk=2,---,400
(AR Ay, =< 1@y* y* ®1 > para todo k=2, -- , +o0.
Entonces, probaremos que no existen coproductos en grado 0, 1, 2, 3 a menos de los triviales.
SiA:A— A® A es un coproducto de grado cero, entonces A(1) = al ® 1 para algin
a € Q. Es claro que este A no verifica la condicién de bimddulo para x a menos que « sea

nulo, pues
(D) Ee A =@l £al @z =A01)(1® )

Razonando andlogamente, si A : A — A ® A es un coproducto de grado 1, entonces
A(l) =11 ® z + ez ® 1. Por lo tanto, si ag, e # 0

(D)l zeDAQ) =mr@z+amz @1 # gl @z 4+ az @z = A1) (1 @ )

Entonces no existen coproductos de grado 1.

50



Este procedimiento permite probar que tampoco pueden haber coproductos en grado 2 y 3.

Para grado 4 aparecen coproductos no triviales:

A(l) =z @z + wrz® 2+ azz @ x2z

Observar que en la expresién de A(1) en términos de la base no aparecen involucrados
sumandos del tipo 1 ® y, y ® 1 como ya hemos observado en el punto anterior.
Aplicando la condicién de bimddulo para x obtenemos que

(D)2 @ 1)A(Q) =z @z =z @zz = A1) (1®2) < ag = a3

Luego A(1) = a1z @ x + ag(22 ® z + 2z ® xz). Aplicando ahora la condicién de bimédulo
para z resulta que

(D)o DA =azz@r=az @z =A1)(1Q2) < a; =0

obteniendose asi que
A(l) = (2@ 2+ 2 @ x2)

0 sea que a menos de un multiplo A = Aj.

Anélogamente se prueba que si A es un copoducto de grado 5 entonces A = Ay y si es de
grado 6 resulta A = A3z (a menos de multiplos).

Es claro también que no existiran coproductos no triviales de grado mayor o igual a 7,
pues los generadores de estas componentes homogéneas en A ® A solo involucran términos
del tipo 1 ® ¥*, vF @ 1.

Observacion final El ejemplo anterior nos permite visualizar el siguiente resultado que
vale la pena destacar: Si A es un algebra diferencial graduada de dimension infinita y
existen coproductos no triviales en A, éstos solo involucran a la ”parte finita” del
algebra; es decir si en la base de A aparecen potencias infinita de algin elemento de A, entonces
estos términos no aparecen involucrados en la expresién de A(1) en términos de la base. Esto
hace que construir coproductos en un algebra de dimensién infinita sea mas o menos manejable
desde el punto de vista de que s6lo jugaremos con la parte finita del dlgebra a la hora de hallar
la expresién de A(1) en términos de alguna base de A.

Posibles futuras lineas de trabajo.

1. En la introduccién del capitulo 4 se menciona un algoritmo que permite construir un adg
(con diferencial no nulo) cuasi-isomorfa a un algebra A (que puede tener diferencial nulo).
En el ejemplo presentado, justamente se comienza con un adg con diferencial nulo que
admite estructura de algebra nearly Frobenius y se contruye su levantado con diferencial
no nulo. La pregunta natural que uno se puede hacer es que si se puede levantar alguna
de las estructuras nearly que admite el dlgebra original. Lamentablemente en el ejemplo
la respuesta es no. Podemos, en consecuencia, hacernos la siguiente pregunta, hay alguna
condicion sobre el algebra y el morfismo que nos permita asegurar la existencia de una
estructura no trivial sobre el modelo levantado? Si esta pregunta tiene una respuesta
afirmativa tendriamos una herramienta para construir nuevos ejemplos de algebras nearly
Frobenius en la categoria de adg.
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2. En el trabajo de Abbaspour, On the Hochschild Homology of Open Frobenius Algebras, se
construye una estructura de dlgebra nearly Frobenius sobre la homologia de Hochschild de
un algebra de Frobenius simétrica. En esta direccién lo primero que uno puede tratar de
hacer es obtener ejemplos concretos de esta estructura. Luego, si se obtuvo una respuesta
afirmativa en la pregunta 1, aplicarla a esta construcciéon para darle estructura nearly a
los modelos minimos de estas homologias.
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